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INHALTSVERZEICHNIS

Dieses Skript dient als Ergénzung zur Vorlesung “Mathematische Methoden der Physik
(MMP) I” von Prof. Philippe Jetzer. Es ist keinesfalls als alleiniges Lehrmittel gedacht,
sondern soll nur als roter Faden zur Vorlesung dienen. In dieser ersten vollstédndigen
Version konnen sich noch einige Beanstandungen finden, wir mochten Sie daher bitten,
allfallige Bemerkungen und Fehler an andreas.schaerer@physik.uzh.ch zu melden.







INHALTSVERZEICHNIS

Motivation

In den verschiedenen Vorlesungen der theoretischen Physik, aber auch der Experimen-
talphysik, werden jeweils eine Reihe von mathematischen Kenntnissen gebraucht, die
zum Teil nicht in den iiblichen Mathematikvorlesungen vorkommen.

Der Zweck dieser Vorlesung ist es, die notigen Begriffe zu vermitteln. Zum Beispiel:

e Mechanik: Differentialgleichungen, Variationsrechnung (Lagrange- und Hamilton-
Formalismus)

e Elektrodynamik: Lésung von partiellen Differentialgleichungen wie z.B. die Poisson-
oder Wellengleichung mittels Green’scher Funktion und Distributionen (z.B. Delta-
Distribution), komplexe Funktionentheorie,

e Quantenmechanik: Behandlung von Ort und Impuls als lineare Operatoren, Wech-
sel vom Orts- in den Impulsraum mittels Fouriertransformationen, Losung der
Schrodinger (differential)gleichung, Beschreibung der Atomorbitale mittels Symme-
triegruppen und Kugelfunktionen,

Wir werden jeweils Beispiele behandeln, die als Briicken zur Physik dienen sollen. Wichtig
ist vor allem, dass Sie die Methoden auch beniitzen konnen. Gewicht wird besonders auf
die Anwendungen gelegt, weniger auf formale Beweise. Zentral dabei sind die Ubungen;
es ist von grosster Bedeutung dass Sie viel Zeit in die Losung der Ubungen investieren.







1 Fourierreihen

1.1 Definition der Fourierreihe
Definition 1.1. Eine Funktion f : R — C von der Form

fix— % + Z(an cos (nx) + by, sin (nz)) (1.1)

n=1

(ag,ay, - an,by,--- by € C) heisst trigonometrisches Polynom.

Bemerkung 1.1.

1. Jedes trigonometrische Polynom st 2mw-periodisch

2. Da cos(nzx) = M, sin(nz) = % und € = cos (nx) + isin (nx), ist
die Darstellbarkeit von f in der Form[1.1] dquivalent mit der Darstellbarkeit von f

i der Form

inx

N
fix— Z (cne™®) (1.2)
n=—N
mit ¢, C1,C_1, -+ ,cn,Cc_n € C.
Berechnung der Koeflizienten in den Darstellungen und aus den Werten der

Funktion f:
Seien m und n ganze Zahlen. Dann ist

. T ) o falls m = n,
INT IMT (] = =)L oy — itn—m)e | T 1.3
/ e T / e z [u] =0 sonst. (13)

-7 -7 i(n—m)

Aus [1.2] folgt:

™ s N
/ f(z)e ™ dy = / Z (cpe’™ ™) dy;
-7 —T N

N T
= Z cn/ e n=m)e g — 27 Crn (1.4)
n=—N -

1 [7 A
= Cp = 2—/ f(x)e "™ *dx mit m =0,£1,4£2,--- [ £N
m —Tr

Seien n und m natiirliche Zahlen. Dann ist
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m  falls m =n,

{0 sonst.

) cos (nz)dx =

\
o)
@)
UJ

m  falls m = n,
sin (ma) sin (nx)dx =
0 sonst.

/ sin (ma) cos (nx)dx =0.

N
@+Z(ancos(nx + by, sin (nx ]dw

™ N s
:%/_ﬁdaj—kz an/_ﬂcos nx)dx +by, / sin (
N , n=1
21
1 ™
=0y = — f(z)dz

Firm=1,2,--- ,N:

(1.5)

= TTQy

™ s N
/ f(z) cos(mz)dx = / % + Z(an cos (nx) + by, sin (mc))] cos (mx)dx
d d n=1
a o N T T
:50 cos mxdzr + Z an / cos (nz) cos (mz)dx +b, / sin (nx) cos (mx)dx
;,_/ n=1 _T - / N _T J/
=0 =T 0mn

= Ty,

N /W f(@) cos (mz)dx

T J_x




1.1 DEFINITION DER FOURIERREIHE

Allgemein gilt:

1 T

:_/ f(z) cos (mx)dr mit m =0,1,2,--- | N
™ —T

1 [" (1.6)

:_/ f(z)sin (mx)de mit m=1,2,--- /N
™ —T

Frage 1. Welche Bedingungen missen die Koeffizienten eines trigonometrischen Poly-
noms [ erfillen, damit f reelle Werte annimmt?

Losung 1.1. Aus[1.1 und[1.4 folgt: [ reellwertig <= alle a,,, b, reell.
Behauptung 1.1. f reellwertig <= c_, = ¢, Vn

Bewezs.

1 (" ;
f reellwertig = c¢_,, = 2—/ f(z)e™ dx
™ —T

— 5 | T

1 (7 ,
= —/ f(z)e~mzdx = ¢, Vn
™ —T

N
Con =Cp Yn = f(x) Z cne™
n=—N
N
— CO _|_ 7/nm + c_ e —inx
=co =5
N
= ¢ + Z (cne’m + cneim’> e RVze
v ,,
reel n=1 "

reel

[
Definition 1.2. FEine trigonometrische Reihe ist eine Reihe der Form
Z cn€™ (kompleze Schreibweise) (1.7)
oder -
EO Z ay, cos (nx) + b, sin (nx)) (reelle Schreibweise) (1.8)
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Definition 1.3. Sei f : R — C eine integrierbare, 2m-periodische Funktion. Dann
heissen die Zahlen:

Oy = % /_: f(z)e ™ dg (1.9)

mit n = 0,+1,42,--- (bei komplexer Schreibweise) resp.

1 /7
ap - = — f(z)cos (nx)de (n=0,1,---)
1 /_W (1.10)

anZ%/j f(z)sin (nx)de (n=1,2,---)

(bei reeller Schreibweise) Fourierkoeffizienten, und die mit diesen Koeffizienten ge-
bildete Rethe (resp. [1.8) heisst Fourierreihe der Funkton f.

Symbol:

f(l')N Z Cneinx

n=—oo

Das Zeichen “~” meint: Zzozfoo c,e™ ist die Fourierreihe der Funktion f < ¢, =
o 7 f(x)e™*dz (d.h nur die Koeffizienten sind so berechnet, es ist noch nichts iiber
die Konvergenz der Reihe bekannt und ob sie die Funktion iiberhaupt darstellt.)

Aufgabe 1.1. Bestimme die Fourierreihe der folgendermassen definierten Funktion:

-z lls O 2
fl@) =172 folls 0 < @ < 2m, (1.11)
0 falls x = 0,

sonst ist f(x) 2m-periodisch definiert.

/2 “\ \
N}r 3)\4%
_71'/2 £

Losung 1.2. Lisung

o Komplexe Schreibweise:

cozi/ﬁf(x)dxzo




1.1 DEFINITION DER FOURIERREIHE

Firn=41,4+£2.--:

1

(jedes bestimmte Integral einer 2m-periodischen Funktion dber ein Intervall der

Liinge 2m besitzt denselben Wert; €™ ist auch 2mw-periodisch,).

L [T xN . 1
LT ) gy L
2 2 2 2n1
0 einx
= flo)~ D 5= (#0)
o Reelle Schreibweise:
eine e~ ine Sln nx
= eN
2nt + —2n1 (n )
. sinnz
= ~
f() Z -

Satz 1.1. Ist f(z) = f(—x) gerade, so enthdlt die reelle Fourierdarstellung von f nur
Cosinusglieder (inkl. Konstante ag). Ist f(x) = —f(—x) ungerade, so enthdlt die

reelle Fourierdarstellung von [ nur Sinusglieder.

Beweis. Sei z.B f ungerade d.h f(—x) = —f(z) Vx € R
Dann folgt fiir n =0,1,2,...

an = — f(z) cosnxdr =0, usw.

. B
ungerade 8€rade

—_———

ungerade

Frage 2. Unter welchen Bedingungen darf man bei
~ 30 z_: a, cos nx + b, sinnz)

das Zeichen ~ durch = ersetzen?
Wann konvergiert die Fourierreihe von f gegen f? (siehe spdter).

Triviales Resultat: Jedenfalls dann, wenn f ein trigonometrisches Polynom ist.

(1.12)
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Satz 1.2. Konvergiert eine trigonometrische Reihe gleichmdssig, so ist sie die Fourier-
rethe threr Summenfunktion.

> . Cn€™ konvergiert gleich-
missig auf R. Sie besitzt dann eine stetige (2m-periodische) Summenfunktion s : R — C

Beweis. Voraussetzung: Die trigonometrische Reihe > 7

[e.9]

s(x) == Z cne™ VY € R.

n=—oo

Behauptung 1.2.

1 " —imx
— dx = c¢,, Ym € Z
o | s(x)e r = cp Ym
Beweis.
1 " ( ) —zmmd 1 " - ( Z(n—m)m) d
— s(x)e = — Cn€ x
2 J_, 2 J_. Bt

ebenfalls gleichmissig konvergent
Eine mit einer beschrinkten Funktion (e~™®) multiplizierte Reihe bleibt gleichmissig
konvergent. Bei gleichmissiger Konvergenz konnen ausserdem Integration und Summe

vertauscht werden. Wir haben also

1 & T
Cm = gy Z Cn /_W(e’("m)"”)da: =c¢y, VmeZ

n=—oo

270 nm

Blatter Analysis 2 s. 111:

Besitzt die Reihe >~ | f, () eine konvergente Majorante >
dern c,, mit

o Cn aus konstanten Glie-

|fu(z)|] < c,Vx e A, Vn € N,

soist Y7 fu(x) auf A gleichméssig konvergent. Dann diirfen zum Beispiel auch Sum-
me und Integral vertauscht werden (s. 119).

1.2 Orthogonalreihen

Sei [a,b] € R ein festes, endliches Intervall. Die auf [a,b] definierten stetigen komplex-
wertigen (bzw. reellwertigen) Funktionen bilden einen komplexen (bzw. reellen) linearen
Raum (Vektorraum).

Definition der Summe von Vektoren (Funktionen):
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(f+9)(z) = f(z) +g(x)
Definition des Produktes von Zahl und Vektor:

(A~ f)(@) = Af(x)

Im Vektorraum der stetigen Funktionen [a,b] — C (bzw. [a,b] — R) fithren wir das
Skalarprodukt (inneres Produkt)

(f.9) = / f(@)g(@)dz

ein. Es gelten die Regeln

(A 9) = Af, 9),
(f+g,h) =@+ (9,h),

(g, f) = (f,9),
f#0=(ff)>0,

wobei f, g und h Funktionen im oben definierten Raum darstellen, A eine reelle Zahl
ist und f # 0 gleichbedeutend ist mit f ist nicht die Konstante 0. Damit wird der
Vektorraum zu einem Prahilbertraum (zum Hilbertraum fehlt die sog. Vollsténdigkeit).
Als Lange des Vektors f definieren wir:

9= VD = ([ 7P}

Unter dem Abstand der Vektoren f und g versteht man

p(f,9) = IIf —gll = </b f(x) — g(x)|2dfv> 1/2.

/
/lf -9

g

Beziiglich dieser Abstandsfunktion ist unser Funktionenraum ein metrischer Raum.

Definition 1.4. Die Vektorfolge ¢1, ¢, ..., Op, ... heisst orthonormiert falls

(¢j7¢k> = Ojk (]ak € N)
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Beispiel 1.1. Im Raum der stetigen Funktionen [—m,n] — C bilden folgende Vektoren
ein orthonormiertes System:

1 eia: e—i:r; 621'96 6—21':13
Denn } _
s etne eima: 1 ™

dr = —
V27127 2m J_,

Beispiel 1.2. Im Raum der stetigen Funktionen [—m, 7] — R oder [—m,n] — C bilden
folgende Vektoren ein orthonormiertes System

MMy = G Vn,m € Z

1 cosx Sinx cos2xr sin2x
(Beweis mithilfe von Formel[1.5).

Beispiel 1.3. Die Polynome

1 dra— 1)
~ onpl dzm

Py(x) :=1, P,(x) (n=1,2,3,..)
heissen Legendrepolynome. Im Raum der stetigen Funktionen [—1,1] — C (bzw.
[—1,1] — R stehen diese Polynome aufeinander senkrecht, d.h es ist

(P;, Py) =0 fallsj # k. (1.13)

Polw) - Pule) 5o entsteht ein ortho-

Dividieren wir jeden Vektor durch seine Linge, TB@ TR @

normiertes System.

Aufgabe 1.2.

Gegeben sei ein orthonormiertes System ¢, ¢, ...; ein Vektor f und eine natiirliche Zahl
N. Gesucht ist nun diejenige Linearkombination oy + aaps + ... + anon, welche f im
Sinne des oben definierten Abstandes mdglichst nahe kommdt.

N
< |f - Z Qn®n || s0ll mdglichst klein sein

n=1
1.14
b : (114)
ﬁ/

N
f(z) — Z andn(x)| dx soll méglichst klein sein
n=1
Wie hat man oy, s, ...,ay zu wahlen?

10



1.2 ORTHOGONALREIHEN

Entsprechende Situation im FEuklidischen Raum:

sl

/ Dieser “Fehlervektor” soll
moghcl 18t l\'lll/. seln.

lict

> Qo
U k

U: Unterraum, der durch die orthonormierten Vektoren ¢1,...¢0n aufgespannt ist.

Losung in diesem Fall «;, muss gleich der Projektion von f auf den Basisvektoren ¢y
sein:

Qp = (f;¢k) (kzl,,n)

Losung 1.3. Das gesuchte Minimum wird genau dann erreicht, wenn
A — (f7¢k) mit k = 1,...,N (115)

Beweis. Fiir jede Wahl der Koeffizienten oy, ..., ay gilt:

£ =Y ol = [ (f(ac) : Z@nqﬁn(w)) (f(x) - Zana)n(x)) di

N N N
=112 =D @ f.on) =D an(fidn) + Y ot

n=1

N N
= o — (f, ) =) (fs ) + |1 £1I?

*

N N
= P =10l + D lan = (f 00

N N

von der Wahl der o, unabhéingig ~ minimal (und zwar = 0) genau dann wenn erfiillt ist.

(1.16)

O

Definition 1.5. Die Reihe Y~ " (f, ¢n)on heisst Fourierreihe der Funktion f beziglich
des orthonormierten Systems ¢1, ¢a, ....

Bezeichnung:

o0

F@) ~ " cutn(2) & co = (f.60) ¥ € N.

n=1

11
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Bemerkung 1.2. Die friher eingefiihrten (trigonometrischen) Fourierreihen sind Spe-
zialfdlle dieses allgemeinen Begriffs der Fourierreihe. Unter allen trigonometrischen Po-
lynomen von Grad N

N
r — % +z;(ancosnx+bnsinnx)

ist die N-te Partialsumme der Fourierrethe von f also dadurch ausgezeichnet, dass sie

™
/—\Tl'
zu einem Minimum macht.

Satz 1.3. (Besselsche Ungleichung)
Ist ¢1, Pa, ... €in orthonormiertes System und ist

2

dx

Qo

N
flz) — 5 + Z (an, cosnx + by, sin nx)]

n=1

f(.CE) ~ chgbn(x)?

so folgt
00 b
> le® <P = [ If @) do
n=1 a
Insbesondere ist lim,, o, ¢, = 0 (ohne Beweis).

Definition 1.6. FEin orthonormiertes System @1, ¢o, ... heisst vollstandig, falls sich
jeder Vektor f durch eine (endliche) Linearkombination von ¢y s im quadratischen Mittel
genau approximaieren ldsst.

& lim [If =) (f, é)ol® =0

k=1

& <|lf||2 - I, ¢k)|2> =0

k=1

& (o) = IfI? VS
n=1

Bemerkung 1.3. Bei einem vollstandigen orthonormierten System tritt in der Bes-
selschen Ungleichung stets die Gleichung

F@) ~) entn(@) = D leal® = (1]

auf (“Vollstindigkeitsrelationen”).

12
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Bemerkung 1.4. Allgemein gilt die sog. Parseval’sche Gleichung:

(ohne Beweis.)

Bemerkung 1.5. Die beziiglich [—m, 7| orthonormierten Systeme

1 eiz efix €i23:

Vor \/27r7 \/271'7 \/27r’m

1 cosx sinx cos2x
\/%7 ﬁ b ﬁ b ﬁ b

sind vollstéindig (Beweis spiter). Es gilt also z.B.

und

N
f(z) ~ % + Z (a,, cosnx + by, sinnx)

n=1

ol B ()

= Jao] T +Z (lan] + Ioal) = 1717
a "
7+;|an|+|b| IR

1.3 Die Féjerschen Mittel
Satz 1.4. Fir jede Zahlenfolge aq,ao, ..., a, gilt:

lim a, =a = lim a1+a2+---+an:a (1.17)

n— oo n—oo n

Die Umkehrung gilt nicht! (ohne Beweis)

Beispiel 1.4. Fiir “<="

{an =1 firn ungerade

a, =0 firn gerade

In diesem Fall ist limy, o, B2t — 20 Aper lim, o a,, existiert nicht.

13
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Anwendung auf die Partialsummenfolge einer Reihe:
Satz 1.5. Fir jede Reihe Y " a, gilt:

lims,=s= lim o, =s
n—oo n—ro0

__ S1tSo4-+tsn

wobet s, == a1+ -+ a, und o, : -

Sei f eine stetige, 2m-periodische Funktion. In Zusammenhang mit ihrer Fourierreihe

flz) ~ % + Z (a,, cos(nz) + by, sin(nx)) .

bezeichnen wir

Sp(x) = % + Z (ay cos(kx) + by sin(kz))
k=1 (1.18)
() + 51(2) + -+ 5a(2)
n+1

Op =
als sog. Féjersches Mittel.

Satz 1.6. Die Féjerschen Mittel einer stetigen, 2m-periodischen Funktion f konvergieren
gleichmdssig gegen f:

lim o,(z) = f(z) (1.19)

n—00

Folgerungen aus Satz [1.6]

Satz 1.7. Fine stetige, 2m-periodische Funktion ist durch ihre Fourierreihe eindeutig
bestimmdt.

Beweis. Seien f und g stetige und 2m-periodische Funktionen:

oo

f(z) ~ % + Z (ay, cos(nx) + b, sin(nz))

n=1
)

g(x) ~ % + Z (ay, cos(nx) + by, sin(nz))

n=1

Dann besitzen f und g dieselben Féjerschen Mittel. Nach Satz [1.6] ist
f(x) =lim, o o,(x) = g(x) Vo € R. O

14



1.3 DiE FEJERSCHEN MITTEL

Satz 1.8. Konvergiert die Fourierreihe einer stetigen, 2m-periodischen Funktion gleich-
mdssig, so stellt sie f in allen Punkten dar. (ohne Beweis)

Satz 1.9. Fine stetige, 2mw-periodische Funktion f kann durch trigonometrische Polyno-
me mit beliebiger Genauigkeit gleichmdssig approximiert werden. (ohne Beweis)

Satz 1.10. Das auf [—,+7| orthonormierte System

cos(z) sin(z) cos(2x) sin(2z)

1

S

15t vollstdndsig.

Beweis von Satz[1.6

Sei f : R — C stetig und 2m-periodisch. Dann gilt fiir n € Z:

+00 4+
) 1 )
~ . T = t _mtdt,
fla)~ 3 e e =g | S0

n ‘ 1 n - '
Sn<l') = Z ckem = % Z / f(t)elk(ff*t)dt

k=—n k=—n
L[ k()
o 1k(x—
“5 | f(t)kz_e dt.
e
=:Dy (z—t)

Definition 1.7. Der Dirichlet Kern ist definiert als:

Dy(z) = En: gite S (n+ 5)7) (1.20)

sin(3)

15



1 FOURIERREIHEN

Verifikation von Formel [1.20

Dn(;z:) = Z eikx — e*imc (1 4 eiz + 62ix 4ot ezmm)

[ J/

Vv
=:s, geometrische Reihe

Aus folgt

1 r—T

—— flx—u)Dy(u)  du
2m T+ ~ ~~
2m-periodische Funktion von u

1 +m
= — flx —u)D,(u)du,

2 J_.

(1.21)

wobei im ersten Schritt die Substitution xt —t = u, x —u = t, dt = —du verwendet wurde.

Mit

folgt aus|1.21

o(w) + Di(u) + -+ + Dp(u)
n+1 '
= Ko (w)

o) =5z [ Sa-w)2

J/

Definition 1.8. Der Féjersche Kern ist definiert als:

7 (x) 4+ e sin? RTH:E
K, (g) = 2@+ Di(@) + -+ Dufa) _ _sin” (2572)

n+1 (n + 1) sin? (g)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

16



1.3 DiE FEJERSCHEN MITTEL

Verifikation von [1.24
sin (5) + sin (%) - + sin (22502

(n+ )sm( )
Im (ei% NP LT eli@";”x)

Ky(z) =

(n+1)sin g

1 .
_ . _ i(n+1)x
2(n + 1)sin2§\[m (i ve )),

1—cos((n+1)x)

2 sin? (”Tl:x)

2(n+ 1) sin” (%)

Eigenschaften des Féjerschen Kerns
1. Kp(x) >0 Vx e R,Vn e N
2. |7 K,(x)dx = 2w Vn. Dies folgt aus

/D daz—Z/ ek dy = 2.

k=—n" "

3. Zu jedem Paar (€,0) von positiven Zahlen gibt es einen Indexr N(e,d) mit den

Figenschaften:

d<l|z|<m

0= N }:>|Kn(:v)|<e.
Aus folgt

1

< .
Kol < (n + 1) sin? (%)

Fiirn > N mat der Bedingung

N+1 .
L €sin (g)
folgt
1 1 sin” (5)
K < :
Ol e S e ) ) <

Beweis von Satz[L.4

Da f stetig in [—m,w| ist, ist sie auch gleichmdssig stetig E| Dann Ve > 0 gibt es ein
6(e) > 0 mit der Eigenschaft, dass |t| <0 — |f(x) — f(x —t)| < 5. Es bezeichne weiter
M := max,cg | f(z)|. Nach Punkt@ gibt es einen Index N (e,0) mit der Eigenschaft, dass

1Satz von Heine-Cantor: Ist eine Funktion f im kompakten Intervall [a, b] stetig, dann ist sie dort sogar
gleichmissig stetig.

17



1 FOURIERREIHEN

€

6 < < > N = |K, < —
<o <mom K@) < 37

firn > N und Ve € R gilt:

7(x) ~ oul) P @t~ o= [ fla =Ko nr
wegenlund- / /
- % / (o) - f(w—t))Kn(t)dt‘
1 s
<5 [ @) = fla =l Kt
1 é
— 5 [ ) = st = 0|t +
1 [0 N
bor [ U@ = =0 Ko di +
o <3]/[ <ﬁ
imitfi:jdt<7r
o 1@~ fa - o) Koyt <
\T‘- 6

TV
analog< g

d.h also |f(z) — o,(x)] < eV € R fiirn > N also lim,_,o 0,(z) = f(z) gleichmdissig
fir x € R.

Dies beweist Satz[1.0.

1.4 Anwendung
Warmeleitung im geschlossenen Draht
Vorbereitung: Entwicklung von Funktionen beliebiger Periode

f besitze die Periode L, d.h. f(z+ L) = f(x) V. Wir definieren g(t) := f (%), g besitzt
dann die Periode 21 da

g<t+2w>:f(@) () =1 (5)-s0w

+ Z an cos(nt) + by, sin(nt)) ,

n=1

%
2

18



1.4 ANWENDUNG

wobei )
1 ™
a, = —/ g(t) cos(nt)dt
T Jo
mitn=0,1,... und
1 2m
— / o(t) sin(nt)dt (1.25)
T™Jo

mitn=12,...

Riicktransformation: f(x) =g (%TQC)

= f(z) = % + i (an cos (Qngr:c) + b, sin (2ngw>) (1.26)
n=1

an = %/OQWg(t) cos(nt)dt = %/OL f(z) cos (27?96) dx

mitn=0,1,...
Analog gilt

wobei

mitn=12,...

Gesucht: Temperaturverteilung u(z,t) von einem nach aussen wirmeisolierten geschlos-
senen Draht.

Zu erfiillen sind:

1. Physikalisches Gesetz:

Ugz = —5 Uy = 0 (1.27)
wobet a = const. > 0
2. Anfangsbedingung
u(z,0) = ¢(z) Vo (1.28)
3. Pertodizitditsbedingung
u(z + L,t) =u(x,t)Ve mitz € R, t >0 (1.29)

Bedingung [1.29 fihrt auf den Lésungsansatz

() = “02(” 4 i (an(t) cos <27anx) 4 by(t) sin (QWL”""”)) (1.30)

19



1 FOURIERREIHEN

Wir setzen den Ansatz[1.30 in ein:

g+ 2o (o0 ) s ()

n=1
bl (t) 47?n? . [ 2mnzx
+ (— o by (%) 72 ) sin| =7 =0

Folgerungen aus [1.27 ao(t) = Ay = const.

an(t)  4r*n’a®
a( ) n L2
——
(lnan)/
Analog fiir b.
4m3n2a?
= Ina, = — -t + const.

LQ

47r2n2a2

a,(t) = Ape” 17 " A, =const.n=1,2,...

4n2n242

bo(t) = Bpye 7 ' B, =const.n=1,2,...

Die Konstanten Ay, A, B, sind so zu wdihlen, dass erfiillt ist:

u(z, 0) = % + i (An cos (2”]_?5”) + B, sin (2”;”3)) — 6(x)

wobei die A, B, aus zu entnehmen sind.

20



2 Fouriertransfomation

2.1 Definition und elementare Eigenschaften

Sei f € LY(R™). Die Fouriertransformierte von f ist die Funktion auf R™

~

f(k) = | flz)e"da,
R

wobei k- x =" kix; ((= k-Z), dv =da, ..., dz")

fir f € LP(R), 1 < p < oo ist die LP-Norm definiert durch:

£l = ( /- |f(fv)|”d:c) "
£l = ( / \f(x)lda:) o

Die inverse Fouriertransformation von f ist

entsprechend L'(R™):

F@) = = [ flR)e

(2m)" Jan
Lemma 2.1. Sei f € L'(R"). Dann sind die Funktionen f, f gleichmissig stetig, und
fiir alte z,k € R gitt | (k)] < | flls, |FK)] < o207l (ohne Beuweis)

(2m)"

Elementare Eigenschaften

Seien f,g e L'; o, € C
A€ R\ {0} (Daf) (2) = f(X2); fy(z) = f(z —y)

1. af +Bg=af + 5

2. (Da)(@) = N (%)

3. fy(k) = f(k)e ™

4. fg, fg€ L' und [,, fodr = [, fgdz

(k) = F(—k)

s

5.

21



2 FOURIERTRANSFOMATION

2.2 Fouriertransformierte von Gauss’schen Funktionen

2|2
Wir wollen die Fouriertransformierten der Funktion f(x) = e’lTl, lz|> =22+ ... 422,

berechnnen. Zuerst betrachten wir den Fall n = 1 und leiten unter dem Integralzeichen
nach k ab.

f(k) —/ e~ e~*e g

df(k) . o . _z? —ikx o /oo . d _z? —ikx
T _/_oo(—zx)e e ""dr = —ooZ 7€ e "dx
Part.:Integr. . / ie_é(_ik)e_ikz dr = —k’f(k’)

f(O)z/_ooe—fdxzx/%

[e.e]

~

Also erhalten wir f(k:) als Losung der gewéhnlichen Differentialgleichung f’(kz) = —kf(k)
mit Anfangsbedingung f(0) = /2.
Lésung:

J(k) = e j(0) = Vame |
Sei nun n beliebig. In diesem Fall kann das Integral auf den Fall n=1 zurickgefihrt
werden. Ndhmlich

j=1
nogope now
:H (/ e 2 ijxjdxj) = H 2me” 2
j=1 W= j=1
— (22

Mit der elementaren Eigenschaft[d folgt auch fiir A > 0

67)\\2#\2 ' = 2n %67%
_1

Sei nun A = AT eine symmetrische, positive n x n Matriz, f(xr) = e 24" wobei
(Az,z) = (Az) - & =>"._, Ajjzixj. Dann ist f € L' und

1,j=1

; (2m)"? 14
k = — 2 ’
T = et ayz®

Beweis. Es gibt eine orthogonale Matrix R so dass

22



2.3 'WEITERE BEISPIELE (N=1)

A1
RTAR = = A
An

Mit der Substitution x = Ry bekommt man dann

f(k> _/ 6—%(Aw,z)—i(k,m)dr

:/ e~ 2(ARy.Ry)=i(k-RY) dot R dy
n

=1

_ / ¢~ ) -ilR k) g

_ / o3 S A S R R g (2.1)
Rn
" > 1)\_ 2 RTk o n 27T 1/2 1 RTk 2 b
:H/ 6_5 ]yj_l( )]yjdy] — H ()\_) 6_5( )]/ 3
_ (2m)n o~ S(A'RTE.RTE) _ (2m)"? o HATkR)
o n 1/2 o det A)1/2
denn RAT'RT = R(RTAR)™'RT = A~L. O

2.3 Weitere Beispiele (n=1)

Beispiel 2.1. Fouriertransformierte der charakteristischen Funktion fir das Intervall
[—1,1] (d.h x[-1,1] = f(x) =1 fir —1 <a <1 und 0 sonst)

o0 1
)2:/ X[—l,l]e_ikxdx:/ e~y

00 -1
—ikx 11 .
2sink
= i ¢ L' (ganze Funktion)
—ik |, k

Beispiel 2.2. Fouriertransformierte von e~

(€—m|ac|) _ / e—m|m|—zkxdx _ / e—m:c—zkacdx + / emx—zkxdx
—0o0 0 —o0

1 1 om 1 |
=ik + oy M Sy € L*(R) (holomorph in |Im(k)| > m)

Beispiel 2.3. Sei ¢o(z) = e~2%". Wir haben gesehen dass do(k) = (2m)2¢0(k), d.h. ¢g
ist Eigenvektor des linearen Operators F': f — f.

23



2 FOURIERTRANSFOMATION

e Definiere

1 d\"
On(T) = (—1)”659”2 (d_> e n=012,...
T

(Hermite Funktionen).

e ¢, ist ein Polynom von Grad n multipliziert mit e~ 27’
2

Qo = e 3" DO = 2xe’%x2; ¢y = (42 — 2)6’%‘”2; o

Behauptung 2.1.
on(k) = (—i)" (2m)" ¢, (k)

Q;m(k,) :/_OO (_1)m62x (d_me x2> e—ik:cdx

dz™

oo m
m mal P.I. 2 d _1.2
1al / e % e 2% zkrd$
oo m
112 2 d 1
—e3k e — e al@=ik)’ gy
oo dxm

m k2 - —z2 dr L(z—ik)?
=12 e e dz
oo dkm

Beweis.

1k2 dm &
=1 €27 — (&
—00

11.2 1.2 1.2
=i"me2k /2 —e’ﬁk —2*dx
dkm

=i"™\/2m e%kzd—e R = (=) V21 (k)

_ o 172
ac—i—:c ikx deU

2.4 Umkehrsatz fiir L'-Funktionen
Satz 2.1.

1L f,fell=f=f
2. f,fell=f"=Ff
(Ohne Beweis)
Bemerkung 2.1. 1. Die Gleichheit gilt in L*(R™). Also bedeutet zum Beispiel

/ zkxdk

f.fel'= f(z)
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2.5 FOURIERTRANSFORMATION VON ROTATIONSINVARIANTEN FUNKTIONEN

fiir fast alle x € R™. Fiir stetige Funktionen f, gilt das sogar fir alle x.
2. Aus Beispiel 2.2 folgt die Identitdt:

1 +oo 1
2m J_

g — =,

- — —m|z|
m? + k2 2T m

oo

(Riicktransformation mit 5-)

3. Der Faktor (2m)" kann auf *, und ~wverteilt werden. Oft findet man die Konvention:

f)= g [ o= [

2.5 Fouriertransformation von rotationsinvarianten Funktionen

Definition 2.1. FEine rotationsinvariante Funktion g : R" = C ist eine Funktion
mit der Eigenschaft, dass

g(Rz) = g(x) VR, R orthogonale Matriz mit R"R = 1

Lemma 2.2. Fine Funktion g ist genau dann rotationsinvariant wenn sie die Form

g(x) = f(lz]), |2| = /ol +... 22
hat.

Beweis. Ist g von dieser Form dann ist g rotationsinvariant, denn |Rz| = |z|. Umgekehrt
sei ¢ rotationsinvariant, dann gilt: f(r) := ¢(r,0,0,...,0). Da Va € R™ eine orthogonale
Matrix R existiert mit Rz = (|z|,0,...,0), folgt g(x) = g(|z|,0,0,...,0) = f(|z]). O

Wir fiihren neue Koordinaten auf R™ ein. Jedes x € R"™, = # 0 kann eindeutig als x = ry
geschrieben werden, wobei r > 0 und |y| = 1. Die (n — 1)-dimensionale Sphdare |y| = 1
besteht aus den zwei Halbsphdren y; > 0 und y; < 0. Diese parametrisieren wir durch die
Koordinaten ys, ..., y,. Es ergibt sich die Parametrisierung von {x € R"|zq > 0} bzw.
{z € R"|z1 <0} je nach Vorzeichen.

T2 = TY2
Tn = TYn
Die Jacobi Determinante ist dann (a = /1 —y3 — - —y2)

25



2 FOURIERTRANSFOMATION

+a F2 FH . LU
Yo r 0o ... 0
0 U
det (1, 20) —det| ys O ro ... 0
a(ray%"')yn) : : . . .
Un 0 . 0 r
2 2
— arn—l 4 %Tn—l R &Tn—l
a a
= L (@ g )
1
— _T,n—l
a
Woraus folgt
n—1 dlr‘ n—1
dry...dx, =1 - 2dy2...dyn:r drdQ)(y),
N

wobei d)(y) das Integrationsmass auf der Einheitssphdre ist.

Lemma 2.3. Die “Oberfliche” der (n—1)-dimensionalen Einheitssphire S*' = {y € R"||y| = 1}
st gegeben durch

|Sn71| = /S:nl dQ(y) = F(n/2) =\ o2k+lgkp

(k)]

- k
(2m)"/? ((13—)1)! n = 2k gerade
n = 2k + 1 ungerade

Bemerkung 2.2. T" ist die Fuler’sche Gammafunktion, die definiert ist als

I(s) = /000 t5leTldt. (2.2)

Mit den Figenschaften:

1. firm e N:T'(n+1) =nl!

2. T(s+1)=sl(s), s#0,—1,-2,...

Beweis. (des Lemmas 2.3) [*°_e*"dz = /7, folglich

e
00
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2.5 FOURIERTRANSFORMATION VON ROTATIONSINVARIANTEN FUNKTIONEN

_ 2 2 ... 2
/ ¢~ (af+ad+ ”")dxl . .dx, = 7?
n

= / e"””'zdxl codxy,
:/ e_TQT”_ldr/ dQ(y)
0 Sn—l

— |S”’1| %/000 e *s"?* s

- 1150 (5)

27Tn/2
n—1| __
=15 =
O
Bezspiele:
2T
1] _ _
|S ! _F(l) 2w
9 3/2 9 3/2
|57 = 2 = o — 4
I'(3/2) 1/21"(1/2)
272
3 -2 _9 2
5% = 5y =2

Bemerkung 2.3.

e Sei g € L' rotationsinvariant, dann ist § ebenfalls rotationsinvariant, denn fiir
jede orthogonale Matriz R gilt:

o) = [ gla)e Moo= [ glape M = (0

e Fouriertransformationen von rotationsinvarianten Funktionen konnen auf eindi-
mensionale Integrale zurickgefithrt werden

o Sei g(x) = g(|x|) rotationsinvariant und integrierbar auf R™, n > 2. In den Koor-
dinaten v und y gilt:

i) = [ alahe e = [" g | [" e ao] ran
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2 FOURIERTRANSFOMATION

aus g(k) = g(|k|,0,...,0) folgt die Formel

30 = [ g(r)Gu (k1) 1"
0
wober
Gn(0) = / e dQ(y) mit ¢ = |k|r.
Sn—l
Die Funktion G,, hdngt somit nur noch von der Dimension n ab.

Definition 2.2. Sei a € C\ {—1,-2,...}. Die Besselfunktion (erster Gattung) der
Ordnung « ist die durch die Potenzreihe

Ja(2) =) 1 P(j('_nLlZJr 1) (§>a+2j

=0/

definierte Funktion der komplezen Variablen z.

2
J — — g
1/2(2) =4/ — sin 2
Satz 2.2. Sein > 2 dann gilt:

o Gu(p) = (2m)"p "2 T2 (p)

e [Fir integrierbare rotationsinvariante Funktionen g gilt:

Bezispiel:

ﬂ@ZWHW/QW%mMWﬂW%‘ (2.3)
0

Bemerkung 2.4. (2.3) fiihrt keinen Faktor (27)"/? da

) = i [ ol

Beweis. Sei A = 25 + aa—:% +-- 4+ % der Laplace Operator. G, (|k|) erfiillt die partielle

o2
Differentialgleichung
AG,, (Jk]) :/II 1 (=yi = —wn) e™dQ(y) = —Gu(|K])
y:

Durch 16sen dieser Gleichung werden wir die ¢,, bestimmen.

0 ks
e R N
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2.5 FOURIERTRANSFORMATION VON ROTATIONSINVARIANTEN FUNKTIONEN

n k; dG
AG, =Y 0,0,G, Za ( ) p=1k])
=1
ndG, E@dGn N ~ ki ki Gy
pdp = p*p dp = pp dp?

G, n-1dG,

Zu l6sen ist also die gewohnliche Differentialgleichung

d2Gn()+n—1dG’n()
dpz " o dp

welche zwei lineare unabhéngige (holomorphe) Losungen in (0, 0o) besitzt. Wir machen
also den Ansatz

Gulp) = p* Zaml aop # 0.

=0

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir:

Z L+ N4+ X=1)qp™2

1, >
SGL(p) =31+ X arp ™ (24)
=0

o
_ [+A—2
= E aj—2p

1=2

Nach einsetzen dieser Ausdriicke in die Differentialgleichung kann durch Koeffizienten-
vergleich folgende Beziehung zwischen den Koeffizienten gezeigt werden:

(+N(I+X—1+n—1Da+a2=0 1>2
(1+NA+n—1)a; =0, =1
AA+n—2)ag=0, [=0

Aus ag # 0 folgt dann entweder A = 0 oder A = 2 — n fiir n < 2. Die zweite Moglichkeit
entspricht einem in 0 singuldren Ansatz und wird deshalb ausgenommen. Sei also A = 0.
Wegen n > 2 folgt aus der zweiten Gleichung a; = 0. Somit verschwinden nach der ersten
Gleichung alle a; mit ungeradem j. Die geraden Koeffizienten kénnen durch iteratives
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2 FOURIERTRANSFOMATION

Losen der Rekursionsrelation gefunden werden:

1
Qg = — )a21—2

20020 +n —2
~1

_ (=1)f [(n/2)

B I R N e N ) IR (B )

—1)! n
B 22lzv(r z) e <§> o-
" (I+3)
Der Koeffizient ag wird aus dem Wert von G,, im Ursprung bestimmt:

271'”/2

G(0) = LnldQ(y) — = ap.

Es folgt, dass I'(n/2)ao = 27"/? und somit

Gl =27 % = @) Iy o).

Die Differentialgleichung fiir G,, kann als Differentialgleichung fiir Jo, mit o = 5 —1 um-
geschrieben werden und damit erhalten wir die Bessel’sche Differentialgleichung:

T'(@) + éJ;(@ + <1 _ Z‘—j) Jo(x) = 0

2.6 Wellengleichung

Definition 2.3. Die Wellengleichung ist

wobei u = u(x,t) eine Funktion von x € R™ und t € R ist.

Diese Gleichung erfiillen zum Beispiel die Komponenten des elektrischen und magneti-
schen Feldes im Vakuum.
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2.6 WELLENGLEICHUNG

Definition 2.4. Das Anfangswertproblem (Cauchyproblem) fiir die Wellengleichung ist
definiert durch: Gegeben seien f,g Funktionen auf R™ (geniigend regulir). Gesucht ist
u(x,t) € C3(R™ x R;) sodass

Um eine Formel fiir die Losung dieses Anfangswertproblems zu finden, beniitzen wir die
Fouriertransformation in x:

1 )
2" / u(z,t)e”*dy

Somit erhalten wir eine Gleichung fir 4 aus der Wellengleichung (zundchst ohne Be-
ricksichtigung der Konvergenz)

ik, t) =

1 0% 1 , 1 ,

—2%(1{3,15) = —n/Q/ Au(:p,t)e_mda:\:/—nﬂ/ u(x,t)Ae_mdx

C t (27T> n > (277) n
(Randterme verschwinden: uw — 0 fir x — oo)

1 04 .
Dies ist eine DGL vom Typ
0u(t)
2 + Au(t) = 0.

Die Losung dieser (bei festem t) gewéhnlichen Differentialgleichung ist:

u(k,t) = A(k) cos (|k| ct) + B(k)sin (k| ct) .

Die Anfangsbedingungen fir o sind u(k,0) = f(k) und dyu(k,0) = g(k). Also
A g(k
au(k,t) = f(k)cos(|k|ct) + % sin (k| ct) .
Somit erhalten wir fir die (formale) Lisung:
b
(2m)"/?

Diese Liosung kann explizit beschrieben werden, so dass qualitative Figenschaften ersicht-
lich werden.

u(z,t) = /Rn {f(k) cos (|k| ct) + % sin (| k| ct)} e*r dk

Fir n=3 beniitzen wir die Identitat
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2 FOURIERTRANSFOMATION

sin(Jk|R) 1
|]€|R —47TR2 |z|=R

e*dQ(z).

Beweis. Wir nehmen Kugelkoordinaten mit der z-Achse léngs |k|:

T 2
/ ek dy = / / elkIfcost p2gin Odhd e
|z|=R 0o Jo —

dx

1
cos ==z ;
= 27TR2/ eFIRz g
—1

ilk|R _ —ilk|R
S5 ol ———
" ( ik R )

psin (k[ R)

=47 R
"UTRR

Mit R = ct bekommen wir

1 ik |
/ 9E) oo (1K ct) e

(2m)*? Jps |kl c

. -t (k) Ak dO(y
e i @r o hyea® g

! / 9+

T arct

Und analog:

/ F(k) cos (|k| ct) e**dk

27T 3/2
8t (2m) 3/2 /

7+ )9 )
ot (47r02t /|y| et y)a0(y)

Resultat: Liosung des Cauchy-Problems in n = 3 Dimensionen:

we) = |5 (3 /| ) w0w) + /| ey )| @)

Die Losung des zweidimensionalen Problems kann nach Hadamard aus der Lisung des
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2.6 WELLENGLEICHUNG

dreidimensionalen Problems hergeleitet werden. Sind die Anfangsbedingungen f, g un-
abhdngig von x3, so ist auch u(x,t) wie (2.5) unabhdingig von x3 und ist Lisung der
zweidimensionalen Wellengleichung

1 02 0? 0? (2.1) = 0
—— - — — — | u(z,t) =0.
2ot2  9x? Ol ’
Die Formel (2.5) kann ibernommen werden, wobei fir f und g die Anfangsbedingungen

des zweidimensionalen Problems eingegrenzt werden. Wir parametrisieren die obere (un-
tere) Halbsphdre durch die Projektion (y1,v2) auf die Ebene: y3 = +£1/c?t2 —y? —y2 =

Nz

Y1, y2 -Ebene

Dann st
ct dy,dys

dQ(y) =

Bemerkung 2.5.
JRRCORELER
ly|=ct

was man erwarten wirde.

Die Liosung ist somit (n = 2):

10 dydys dyrdys
u(z,t) = e [375 (4I<th(x+y)\/02t27_|g|2> +é|<ctf(x+y)\/m

Der Faktor?2 (d.h %) kommt daher dass die beiden Halbsphdren den selben Beitrag geben.
In drei Dimensionen wird tber eine Kugelfiiche (|y| = ct) vom Radius ct integriert, in
zwei Dimensionen hingegen tber die ganze Kreisscheibe |g| < ct.

Bewezs.
ctdyidys

Vet =yt +u3
Verifiziere: f|y‘<ct dQ(y) = 4n(ct)? (|ly| = yi + y3) was man erwarten wiirde, da [ dQ(y)

gleich der Oberfliche von der Kugel mit Radius ¢t = R sein sollte. D.h also 47 R? =
4 (ct)?.

dQ(y) =

33



2 FOURIERTRANSFOMATION

Vet =t td
/ dQ(y) =2 - 2 / dy, Y
2+ <ct 0 ez (ct)? =y +y3

(ct —y1 d
=4(ct) / dy, Y2
0 Vet (ct)” —yi +y3
H/_/

:a2
N J/

(et)2—yy

-4/ (ct)2—y;

Y2

I/ (et)2—y3|

arcsin

ct
=4(ct) / dy; | arcsin (1) — arcsin (—1)
0 —_——— —

INIE]

jus
2

ct
:47T(ct)/ dy, = 4m(ct)?
0

——
ct

2.7 Waiarmeleitungsgleichung

Das Anfangswertproblem lautet:

Low(z,t) — Au(z,t) =0 (a=1 gesetat)
u(z,0) = f(z) t>0, xeR"

Betrachte die Fouriertransformation

ﬁ(k:,t):/ u(z, t)e " *dg
Fo) = [ @

wird diese in der Differentialgleichung eingefiigt, ergibt es eine gewdhnliche Differential-
gleichung
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2.7 WARMELEITUNGSGLEICHUNG

Das heisst
(z,1) ! / i(k,t)e™ dk
ulx = u (&
7 (2m)"2 Jgn
1 .
t) = (k. t)e™ ™ dk
:>atu(:["7 ) (27-(-)n/2 /Rn 8tu( ) )6
1 .
A ) =A (k. t)e™ ™ dk
ant) = Mg [ il
1 ~ ikx
= G /nu(k,t)Ae dk;

—k2eikz

= [ (0wi(k,t) + K*a(k,t)) e*dk =0
Rn — J

=0

Lésung von dya(k,t) = —k2a(k, t) mit a(k,0) = f(k):

a(k,t) = e ¥ f (k)

Die Riicktransformation liefert dann die formale Liosung

Py ) e

/
~ g [ [ e
J

1 2,
_ d —k°t zk(x—y)dk,
/[R yf(y)\(%)n/2 e ,
—K(z—y)

= /Rdyf(y)Kt(x —y)

K ist der Wéarmeleitungskern (beniitze Formeln fiir die Fourietransformation der Gauss’schen
Funktion).

Kifw) = (%) () = e 5 (2.6)
e ~ (4mt)n/? '
Eindimensional
1 _(a—y)?
Ki(z) = ———€ w2 (fallsa=1) t>0 (2.7)

35



2 FOURIERTRANSFOMATION

I\—;

t klein

t gross

X
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3 Differentialgleichungen

Gegeben sei die Gleichung

F(t,z,2") =0,

wobei t die unabhdngige Variable der Funktionen x(t) und x'(t) = d:fi—g” darstelle. Gesucht
ist nun eine Losung x(t) die F(t,z,2") = 0 erfillt.

Beispiel 3.1. Fuallgesetz: & = —g, mit Reibung: £ = —g — A&

Definition 3.1. Gewdhnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung: Ist eine
Differentialgleichung durch die Gleichungen F(t,z, 2, ..., 2™) = 0 (implizite Form)
oder £ : ) = f(t,z,2',..., 2"V (explizite Form) darstellbar, so nennen wir sie
eine Gewdohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.

Definition 3.2. Die Funktion ¢(t) ist Losung der DGL auf dem Intervall I falls

F(t,(t),....,0(t)™)=0 Vte I, baw.
o™ = f(t, (), ..., 6" V(1))

3.1 Differentialgleichungen 1. Ordnung
FEine Differentialgleichung 1.0rdnung ist gegeben durch die Gleichung

y = f(z,y)

FEs sei f 1 A — R stetig, dann ist ¢ : [ — R eine Losung von ¢'(x) = f(z,y) = f(z, ¢(z))
Vo € I. Die DGL legt also durch die ¢'(z) ein Richtungsfeld fest. Die Lisungskurve
ist dann die Integralkurve dieses Richtungsfeldes. Folgende Aussagen treffen zu:

1. Durch jeden Punkt (xo,y0) in A geht genau eine Lisungskurve.
2. Die Gesamtheit der Léosungskurven bildet eine einparametrige Schar.

3. Es existieren unter Umstdnden “singuldre” Lésungen.

Definition 3.3. Die DGL y' = f(x,y) ist durch Quadraturen lésbar, falls sich die
allgemeine Losungen aus den gegebenen Funktionen mit Hilfe von algebraischen Opera-
tionen, Bildung von Stammfunktionen, Ableitungen, usw. erhalten ldsst.

3.1.1 Homogene lineare DGL

FEine Differentialgleichung kann als homogen bezeichnet werden, wenn die triviale Losung
y =0 eine Losung der DGL ist:
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3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Ihre Losung lisst sich schnell bestimmen.:

L= ax); alz) = A'(x)
J___
(logy)’
=logy = A(X)+C

:>y(x) _ eA(:r)—l-C _ éeA(z)
a(x) sei hier eine stetige Funktion auf I € R und A(z) die Stammfunktion von a(x).

Anfangswertproblem Gesucht ist die Lisung durch (o, yo):

_ 1 A(zo) ~ Yo
yo = Ce™'*0 :>C’—€A(x0)

3.1.2 Inhomogene lineare DGL

Falls y = 0 nicht mehr eine Lisung der linearen DGL ist, handelt es sich um eine lineare
DGL mit inhomogenem Term b(x):

Y = a(z)y +b(z),

wobei a(x) und b(x) stetige Funktionen auf dem Intervall I C R darstellen. Man erhdlt
Lésungen mittels der Methode der Variation der Konstanten: man macht einen
Ansatz

y(x) = Cla)e™ (3.1)

(wobei y(x) = Cer® die Homogene DGL lést, mit A(x) = [*a(t)dt sowie A'(z) = a(z))
Durch Einsetzen ergibt sich:

Die allgemeine Lésung ist nun

y(z) = eA@ {/ b(t)e A @dt + Cy | .

y(z) = @ [["b(t)e=A@)dt] kann als spezielle Lisung betrachtet werden, und y =
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3.1 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

Coe*®) als die Lisung der homogenen Gleichung. Die allgemeine Lésung ist dann die
Summe der speziellen und der homogenen Lisung.

Beispiel 3.2.

y' = (tan(z) -y +sin(2x) I:=]— —,
a(x) =tan(z)  A(x) = —log(cos(x))
b(z) = sin(22)

bo | 3
bo| 3

C
- C —log(cos(x)) _
ynu(z) € cos(x)
Der Ansatz fir die spezielle Lisung ist also: y = Cfs((zgc))

, C’ Csinx
= + 3 einsetzen:
COS & COs* T

C’ N Csinz  C(x)tanz

5 = + sin 2z
COS & Ccos? x CcoS T
N——

_Ctanx
cos T

= C'(z) = cos(z) sin(2r) = 2sin(x) cos®(x)

= C(x) = %20053(:16) + Cp.

Die Funktion C(z) kann auch durch die direkte Berechnung
C(x) = / sin(2t) gloslcos®) g — / 2sin(t) cos?(t)dt
cos(t)
gefunden werden. Also ergibt sich :

Co

cos(x)
——

Homogene Ldsung

C,eR
3

Spezielle Losung

y(z) = (— cos*(z) +co) = 22 o) +

3.1.3 Separierbare DGL
FEine DGL der Form

, _ p(x)

q(y)
ist separierbar. wobei p(x) und q(y) stetige Funktionen darstellen und q(y) # 0Vy € I
sei. Es sei weiter P(x) die Stammfunktion von p(x) und Q(y) die Stammfunktion von

q(y)-
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3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Behauptung 3.1. y = ¢(z) sei eine Losung durch die Anfangsbedingung (iﬂo,yo) (d h
o(x0) = o). Es gilt dann Q(y) — Q(yo) = P(x) — P(x¢) oder fy v)dv = f i

Betrachte die Hilfsfunktion c(z) := Q(é(z)) — P(z):

c(z) = Q' (¢(x))¢'(z) — P'(z) = q(é(2))¢'(x) — p(x)

— (o) [#0) - | = g(oa)) [y - 2]

=0(DGL)

(da ¢(x) Léosung der DGL ist)

=d(z) = 0= c(z) = c(xg) = konst
c(z) = Q(¢(z)) — P(x) = c(xo) = Q(yo) — P(x0)
N2

=Y

=Q(y) — Q(yo) = P(x) — P(xy) Ve €1

- - dy _ p@)
das heisst also: 3¢ = e
=dyq(y) = p(r)dz
Y= ¢(w) z
:>/ dy—/ p(x)dx
Beispiel 3.3. ¢’ = 1+ NV Gesucht ist die Losung durch (0,1/2) (p(z) = H%’ q(y) =

Sy

/y dy /x 1
1/2«/1—y2 0 1+ﬂ72
arcsiny [{,, = arctanz [

. ™
arcsimmy — 8 = arctanx

s
arcsiny = arctan x + s

. T . 3 1

=y = sin(arctan x + 6) = sin(arctan x)T + cos(arctan :L‘)§

V3 @ RS S 1v3z+1
2 V1422 2y/1+22 21+ 22
Beispiel 3.4. v = f(y), d.h q(y) = ﬁ und p(z) = 1
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3.1 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

dy Yo dy /x
= -2 = f(y) = — = dr = x — xo.
== 5= ’

Zum Beispiel y' = y?:

/y dy
- = Tr — 2o
Yo Y

——

_;1|y

Yy Y0

1 1
= — ——=x—x

Yo Y

1

=y = Huyperbel
T (Hyperbel)

Yo

Die Losung ist singuldr fir v = c = z¢ + yio

Beispiel 3.5. Wir mdichten die DGL y' = f(%) losen. Betrachte dazu die Substitution

v(x) = @, bzw. y =v-x:
y(r)=1"z+v=f(v)
V(x) = —f(v)x_ v
Diese DGL ist nun separierbar (vgl. Kapitel mit p(z) = 2, q(v) = ﬁ Also:
v: % = x: ci_:r: = In(z) — In(zo)

Es sei zum Beispiel:

1402 v Lo
2 1 1
—_———
—In(1-v?)

oder = = cx. Durch einsetzen von v = £ ergibt sich also

y=c(a®—y*) c(a® —y®) —y =0 (Hyperbel).
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3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

3.1.4 Riccati DGL

Die nicht-lineare sogenannte Riccati-Differentialgleichung ist gegeben durch

Y = f(@)y* + g(x)y + h(z). (3.2)

Es nun sei y = ¢(x) eine bekannte Lisung von (3.2)).

Lésungsansatz: y(x) = ¢o(x) + L), wobei u(x) eine unbekannte Funktion ist.

u(x

Da die DGL nicht linear ist (y*), kann es mehrere Lésungen geben. Wir haben also:

u/

1
= —I— —’ ! = ! _ —
y=dot 5 ¥y =0~ 3
In (3.9 einsetzten ergibt:

u 2¢0 1

Gy = F B+ ) g Gy )+

(da gilt dass ¢y = fd3 + goo + h)

= u' = (=2fdo—glu—f (3.3)

Gleichung ist nun eine lineare inhomogene DGL und durch die uns bekannten
Mittel l6sbar.

Beispiel 3.6.
, 5 1 1
V=y+—y+t—
x x
Ansatz fiir die spezielle Losung y = ¢

—a CL2 a

1 2 2
?IE—FP—’_P = a4“+2a+1=0 = (a+1) =0

a = —1 ist eine Losung, also gilt ¢o(x) = _71 Daraus folgt y = _71 + %

:>u’:(—2-1-<_—1)—1)u—1

x x
, 1

u=-u—1
x

Wir finden die homogene DGL u' = i -u mit der Losung: u = c- x.
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3.1 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

Die spezielle Losung der inhomogenen DGL ist nun:

Ansatz: u = c(x)x
—1
de+c=c—1=d=—
T
c(x) = —log|z| + konst.

=u(z) = —x - (log|z| + konst)

3.1.5 y' = f(z,y)

Da y hier nicht vorkommt, kénnen wir mit der neuen Funktion v(x) = y'(x) arbeiten:
V'(x) =y (z) bzw. V'(x) = f(x,v). Die Ordnung wurde also um eins erniedrigt und wir
kénnen die DGL mit den uns bereits bekannten Mitteln losen. Die gesuchte Losung fiir
y ist dann

3.1.6 v = f(y,v)

Diese DGL hdngt nicht direkt von x ab. Betrachte y als neue unabhdingige Variable; dann
ist neu die abhdingige Variable p(y) =vy'. Dadurch bekommen wir

gy dy
de  dr dy dx '
——
Kettenregel

Die neue DGL p-p = f(y,p) ist nun um eine Ordnung erniedrigt. (p = g(y,p) = —f(g’p)),

dy

Folglich erhdlt man p = p(y, c), dass heisst also ist 5% = p(y, c) separierbar.
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3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beispiel 3.7.

1
i !
=—= v =py)
y2
. 1 . 2
Y —~ Y
p2

2 2
/d(pz)z/——zdy =>p’=-+C
Y Y

dy y N\
2+C—d:c oder <2+Cy> dy = dx
Yy

2+ cy) — 22 F cysinh (/<
x + konst = 4 \/@( ) v (\/;) )
2+cy 312y

=

3.2 Exakte DGL

Sei
vt = (x(t),y(t))

eine requldre Kurve in der Ebene (z,y).

Definition 3.4. ~ ist die Integralkurve der DGL P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0:

P(x(t),y(t)d + Q(z(t), y(t)y =0 (3.4)
Bemerkung 3.1. (3.4)) ist unabhdingig von der gewdhlten Parameterdarstellung.

Voraussetzung: Q(xo, o) # 0.

Beweis. v ist Integralkurve in U gegeben durch

vt = (x(t), y(1))

von P(x,y)dz + Q(z,y)dz =0

= &(t) # 0 Vt sonst wire y(t) = 0, da @ # 0. Dies ist jedoch nicht moglich in einer
reguldren Parameterdarstellung.

= x kann also als Parameter gewéhlt werden:
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3.2 EXAKTE DGL

vz = (z,¢())

P(z,¢(x)) - 1+ Q(z,¢(z)) - ¢'(x) =0
/ Pz, ¢(z))

oder 900 = 5, olw))

(Q(z,¢(x)) # 0 da in Umgebung U)

Pz, ¢(z))

Q(z, ¢(z))

Dies ist noch zu beweisen, der Beweis wird hier jedoch weggelassen. O]

= geniigt der DGL 3/ = —

Definition 3.5. Die DGL
Pdx + Qdy =0

ist exakt falls P, = Q, (bzw. % — %)

Sei Pdx + Qdy = 0 eine ezakte DGL und f ein Potential von (P,Q), d.h. (fs, f,) =
grad(f) = (P,Q). [ ist die Stammfunktion des Problems.

Behauptung 3.2. Die Niveaulinien von f sind Integralkurven der DGL.
Niveaulinien sind gegeben durch die Menge der Punkte (z,y) mit f(x,y) = konst.

Beweis. Wéhle eine Parameterdarstellung v : t — (x(t),y(t)):

fx(t),y(t)) = konst Vt
— f, it i(t) =0
foo 2@t)+ fy 9(t)
P Q
= 7 ist Losung der DGL Pdx + Qdy = 0. ]
Beispiel 3.8.
(e’ +ye”)dx + (e" +2e’)dy =0
T T

Diese DGL ist exakt, da P, = eV + €* = @, = e* + e¥. Gesucht ist nun f(x,y) mit
gradf = (P,Q):

fo=P=¢"+ye" — f(r,y) = /(ey +ye)dr = ze¥ + ye’ + ¢(y)

Die Funktion ¢(y) ist nur von y abhingig, so dass ¢, =0

fy=xe’ + "+ ¢'(y) = Q = " + xe?
= ¢'(y) =0, also ist p(y) = konst
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3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

= f(x,y) = xe¥ + ye® + konst ist ein Potential. Die Kurven xe¥ + ye® = const sind die
Integralkurven der DGL.

Satz 3.1. dber Stammfunktionen

Sind die Funktionen P(x,y) und Q(z,y) in dem einfach zusammenhdingenden Gebiet D
stetig differenzierbar, so existiert eine Stammfunktion f(x,y) mit der Eigenschaft f, = P
und fy, = Q genau dann, wenn P, = Q, ist (d.h die DGL exakt ist). (Ohne Beweis)

3.2.1 Integrierende Faktoren (oder Eulersche Multiplikatoren)

Definition 3.6. m(x,y) # 0 ist ein integrierender Faktor von Pdx + Qdy = 0 falls die
DGL
(m(z,y)P(x,y))de + (m(z,y)Q(z,y))dy = 0

exakt ist, d.h. falls (mP), = (mQ), gilt. (Pdx + Qdy = 0 ist nicht exakt, sonst trivial).

Beispiel 3.9. ydz + 2xdy = 0 ist nicht exakt:

d d

o firx >0 kann man m(z,y) = \/Li wdhlen, dann ist

ldm +2y/xdy =0

NG

ezakt (P, = \/LE; Qy = \/Lg) Stammfunktion: f(x,y) = 2y\/z fiir z > 0.

e Wir hdtten auch m(x,y) = y wdhlen konnen, denn
yidx 4 2xydy = 0

ist auch exakt (P, = 2y, Q. = 2y). Die Stammfunktion ist nun f(z,y) = xy* und
somit nicht eindeutig.

3.3 Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung und
Differentialgleichungen hoherer Ordnung

FEs sei x eine unabhdingige Variable und § = (y1, ..., yn) seien die abhdngigen Variablen.
Weiter sei A C R x R™ ein Gebiet. So ist

fi:A%Ra (3573/1,'--,%) %fi(maylw"ayn)
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3.3 SYSTEME VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG UND
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

eine stetige Funktion, wobeit =1,...,n. f ist ein System von n DGL fiir n unbekannte
Funktionen

yi :fl(xayh"'ayn)
y111 = fn(xuyh"'ayn)

Dieses System kann auch vektoriell geschrieben werden, so dass § = q(:c,yﬁ). Zudem
missen noch die Anfangswerte angegeben werden, also §(xo) = 4o (d-h (zo, y1(x0), - - -, Yn(x0)) )
In vektorieller Schreibweise sieht dies wie folgt aus
) filz,y) ()
fla,9) = : gla) =1
fa(z,y) Yn(2)
b
yi(z) b [ i (x)dx
= [ =|
Yn () ‘ f: Yn(z)dz
Die DGL n-ter Ordnung fir eine reellwertige Funktion ist also
y' = flry syt . (3.5)
Die Gleichung (3.5)) ldsst sich auf ein System von n DGLn erster Ordung fir n Funk-
tionen y1(x), ..., y,(x) transformieren, so dass
(= Y2
Yo = Ys
(3.6)
y;zfl = Yn
Y= Sy, )

Ist y(z) eine Lisung von[3.8, so ist die Vektorfunktion
g: <y17 s 7yn) = (3/79/7 s 7y(n71))

eine Lisung von W=y =y" sy, =" ) =y = flz,y,...).
Umgekehrt ist y(z) eine differenzierbare Losung von (3.6) und setzt man noch yi(x) =:
y(x), so wird ersichtlich, dass y(x) n-mal differenzierbar ist, dass yo(x) = y'(x), ..., y,(z) =
y ™ (z) gilt und die Gleichung erfillt ist. Es ist also

/ n

Yo =Y = f(xayla s 7y(n71))'
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3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Aus der obigen Diskussion folgt nun, dass die Gleichungen (3.5) und dquivalent
sind. In derselben Weise lassen sich auch Systeme von DGLn n-ter Ordnung zu Systemen
erster Ordnung umformen, indem man die Ableitungen niedrigerer Ordnung als neue
Funktionen einfihrt.

Beispiel 3.10. Die Bewegungsgleichung eines Massenpunktes im dreidimensionalen Raum,
in dem ein Kraftfeld k(t, ) vorliegt, lautet

Dieses System ist dquivalent mit dem folgenden System von sechs DGLn erster Ordnung
fiir sechs gesuchte Funktionen x,y, z,u, v, w:

F=(1,y,2); k(t.&) = f(t, ), g(t,7), h(t,T)
t=u u=f(t,z,y,z)
y=v v=g(tzy,2)
Z=w w=h(txy,z)

Hier kommen noch Anfangsbedingungen hinzu (Anfangsposition und Anfangsgeschwin-

digkeit).

—
—

Formal kann man das System i = f(x,¥) auch als Integralgleichung umschreiben:

x
—

y=a+ [ f(tgt)dt
¢

Oder auch in kurzer Form: y = T; (TZ)( n+f5 y(t))dt, mit Iteration § — T.
Somit ist if die Losung von i =Ty, d.h. i ist ein Fzmpunkt von T.

3.3.1 Lineares System von n Differentialgleichungen

Definition 3.7. Unter einem Linearem System wvon n Differentialgleichungen
versteht man das folgende System von Differentialgleichungen auf einem Intervall I € R

yp=an (t)yr + a2 (t)y2 + -+ amn (t) yn + b1 (1)

yqlz = an1 (t) hn + An2 (t) Y2 T eoeqF Apn (t> Yn + bn (t)

oder in Matrizschreibweise:

+b(t),
-

). Hier sind a;; stetige Funktionen auf
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3.3 SYSTEME VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG UND
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

Definition 3.8. Ein homogenes lineares System ist ein lineares System von n Dif-
ferentialgleichungen mit b = 0.

Fiir homogene lineare Systeme gilt:

1. Die Lésungen bilden einen Vektorraum von vektorwertigen Funktionen: ¢ : I — R™
mit V := Menge der Lésungen.

Beweis. V' = Vektorraum, denn fir p € V, A€R, ¢'(2) = A(x) ¢ (v) gilt

(\0)" = A(z) (Ao) .
Und fiir ¢, ¢ € V gilt:
O+ =Ax) (o+ )

und damit ist V' ein Vektorraum — FKEine Linearkombination von Losungen ist
wieder eine Losung [

2. dimV =n

Bemerkung 3.2. Seien -0 I — R" Ldsungen und [ERRRRYN linear
unabhdngig. Dann gilt

nur dann wenn Ay = Ay = --- =\, = 0.

Es gibt n linear unabhdngige Losungen ?1’ e ,Qn. Jedes solche System von n line-
ar unabhdngigen Losungen wird Hauptsystem oder Fundamentalsystem von
Lésungen genannt.

Ist g, ... ,?n ein Fundamentalsystem, so lisst sich jede Ldosung ¢ als Linearkom-
bination ¢ = c1¢, + -+ + @ eindeutig darstellen.

Bemerkung 3.3. Es seien Yoo ¥n linear unabhdngige Anfangsvektoren (d.h
Anfangswerte), dann bilden die zugehorigen Losungen ¢ <x0g1> e @ (a:o,gn>
(d-h ¢, (x0) = y.) ein Fundamentalsystem.
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3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Definition 3.9. Sei
15 ()
¢; (z) = :
Pnj (T)

und man definiere die folgende Matrizschreibweise:

¢11 (ZL‘) ce ¢1n (.’L’)

vie = | i
=1 601 @)+ fun (2)
—— =
o1 on
Dann ist die Wronski-Determinante der Funktionen ?1, cee ?n definiert durch
W(x)=detY () (3.7)
Behauptung (ohne Beweis)
¢, ¢ st ein Fundamentalsystem <= W (x) # 0 Va € I. (kann also zum Beispiel

fir x = xo, wo die Anfangswerte bekannt sind, berechnet werden und falls W (xzq) # 0)
so gilt W(z) =0 fir alle x in I.

Betrachte die DGL n-ter Ordnung der Form

y'=ao(r)y+a(2)y + -t ap (@) y" T (3.8)
wobei ¢ Losung der Gleichung = ¢:=(0,¢,..., ¢ 1) 1 I — R™ ist Lisung von

y6:y1
?/1292

Y1 = a0 () yo+ay () y1 + -+ + ap_1 (T) Yn—1

g/ =A (Z’)g mit (y())yl: s ayn—l) - (¢7 Qb/ ) ¢TL—1) ) (39)
wobei die Matriz A (x) definiert ist durch

0 1 0 0
0 0 1 0
Al(x) =
0 1
apg ... .. .. Qp—1

Dies gibt dann im allgemeinen n ¢; Losungen (¢; hat n Komponenten), die Wronski-
Determinante ist:
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?1 O
/ / /
0] e @l
W(z) = :1 :2 :
Qﬁn—l) gn—l) o ¢7(ln—1)
Beispiel 3.11. 1. DGL:
! 2 2 /
Yy =39y —Y
x x
mit I = RT. Diese Gleichung nennt man auch Euler’sche Differentialglei-
chung.
Ansatz

sala—1)=2-2%-2.-q- 272

= ala—1)=2-2-«
= a’+a-2=0
= a=1 oder a = -2

Die Wronski-Determinante:

W(z) = det {gbl ¢2]

¢ P
_r o=
L
3

= ¢ und ¢o bilden ein Fundamentalsystem
= allgemeine Losung:

1
QZS(I):CI'I—‘I_CQ'E

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

2. DGL:
y' —y=0
Ansatz:
o(r) = e (3.15
¢ (r) = e 3.16)
¢// (l’) — )\26)\z

= AN M= (3.16)
= (M>=1)=0 da e #0 (3.17)
= =41 (3.18)
= ¢ () =¢€" (3.19)
¢o (r) ="
Und die Wronski-Determinante:
W) =% © =240 (3.18)

= Q102 bilden ein Fundamentalsystem.

O =ci1¢1 + a2 = cre” + e "

3.3.2 Systeme mit konstanten Koeffizienten

In einem System mit konstanten Koeffizienten ist a;; =konste R. Also besteht die Matrix
A aus Konstanten. Ldsungen erhdlt man aus dem Ansatz

cp - eM

ey - M

¢, - M

wobetr die Konstanten c; und A komplex sein kénnen. Die Gleichung lautet dann:

~

Ay (3.18)

/\Q@At — Age)\t

ke I

52



3.3 SYSTEME VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG UND
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

d.h y(t) ist genau dann eine Losung der DGL falls

Ac = A

gilt. Ein Vektor ¢ # 0 der diese Gleichung erfillt ist ein Eigenvektor zum Eigenwert
A der Matriz A.

Man erhdlt die Figenwerte aus der Gleichung

det (A= A1)=0

Ein Polynom n-ten Grades hat auch n Eigenwerte und n Figenvektoren.

1. Besitzt A n linear unabhingige Eigenvektoren (d.h wenn A n wverschiedene Fi-
genwerte hat), so erhdlt man auf diese Weise ein Hauptsystem oder Fundamental-
system. Die Eigenwerte kénnen natiirlich auch komplex sein.

2. 1st X = p+iv ein komplexer Figenwert und ¢ = a+1b ein zugehiriger Figenvektor
der reellen Matriz A (wobei wir hier die Annahme gemacht haben, dass A eine
reelle Matriz ist), so ergeben sich aus der komplexen Lésung y = ce zwei reelle
Lésungen: B

z2(t); = Rey=e"(acos(vt)— bsin(vt))
z(t), = Imy=e"(asin(vt)+ bcos(vt))

Bezispiel

i =y -2y

Yo =2y —ys

s =4y —2y2—ys
die Matriz A ist deshalb

1 =2 0
A=12 0 -1
4 =2 -1

Es st weiter

1-Xx =2 0
det (A—X1) = 2 =x -1
4 =2 —1-2)
0
(1=X)(N+r+2)
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3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die Eigenvektoren berechnen sich aus

§ 4 9

1 /7
2 E—ZT —1

mit ¢, = (z,y,2)" . Daraus folgt

C3 =

V7

(3.19)

_1l., i . ..
Aus der Lésung y = gle( 2% )t ergeben sich folgende zwei reellen Losungen (man
beachtet hier nicht mehr die komplex-konjugierten):

/3
R 2
z(t) = e 2
i 4
/3
_ 1y 2
Z(t) = e 2
| \4
1
y, = |0 et
2

COS(ﬁ)_ N (7

—
2

Also bilden z,, z, und y, ein reelles Fundamentalsystem.

(3.20)

(3.21)

Fualls jedoch Eigenwerte mit Multiplizitdt auftreten, muss folgendes Ergebnis der Matri-
zentheorie benuzt werden: Es existiert eine nicht singulire Matriz C sodass B = C~1AC

(A reell oder komplex) die sogenannte Jordansche Normalform besitzt:
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wober der Jordan-Kasten J; eine quadratische Matrix der Form

No1o0 . 0
0 N 1 ...0

0 ... N1
0 ... i

ist. Der Jordan Kasten J; hat dabei r; Zeilen. Dabei ist ri +--- + 1, = n und
det(A—1N)=(—1)"(A =) ...(A =)™

Das in einem Jordan-Kasten J mit r Zeilen und dem Diagonalelement \ entsprechende
System (z' = Jx) kann geschrieben werden als:

T = vy + 1 (3.22)

(3.23)

x._ ATpoq + Ty (3.24)
¥ = Az,

Dieses System ldsst sich leicht ldsen, beginnend mar der letzten Gleichung. Ein mogliches
Fundamentalsystem ist zum Beispiel

At M 142 M 1 gr—1,M
e te TG e (r—l)!t e
e>\t te)‘t o (TE2)!tr—26At
z(t) = : )
At

und dies fir jeden einzelnen Kasten. So ergibt zum Beispiel das System

A1 0
0 X 1 0
0 0 X
B —
1]

@)
—
(RN
T =
[
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3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

das Fundamentalsystem:

2
M et BN

2
0 eM teM 0
_ 0 0 e
z(t) = [e’ﬂ
eut teut
: o &

Ist A reell, so erhdlt man fir jede komplexe (und deren konjugierte) Losung zwei reelle
Liosungen z; = Rey und z; = Imy, wie zuvor.

Bezispiel
Hier ist n =2 und y = (x(t)) . Das System

y(t)
¥=x—y
Yy =4x — 3y

1 —
A= ( Lo ) |
Die Eigenvektoren ergeben sich aus: (A — A1) c = 0. Das heisst die Gleichung
2 -1 C1\
() ()-
hat nun eine linear unabhdngige Losung. Zum Beispiel: ¢ = (;) Was der Losung:
r\ (1)
(0)-():
entspricht. Eine zweite linear unabhdngige Lisung ergibt sich aus dem Ansatz
x\  f(a+bt\ _,
y) \c+dt c
2\ _ [(b—a—-bt\ _; a+bt\ _,
(y’) - <d—c—dt)e _A<c+dt)e
b b a b—a
genau dann, wenn A (d) =— (d) und A (c) = <d— c>'

Die erste Gleichung hat die Lésung b =1, d = 2 und damit hat die zweite die Lisung
a=0, c=—1. Die Lésung:

ergibt die Matrix

W =

Hier gilt
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@ B (—1:275) -

st linear unabhdngig von der ersten Ldsung.

3.3.3 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
FEine homogene Differentialgleichung n-ter Ordnung

kann in ein System wvon n-Differentialgleichungen umgewandelt werden. Dieses besitzt
die Form y' = Ay mit

0 1 0
0 1
A=
0 1
—ay —ay —Qp_q
Somit ergibt sich
- 1 0
-2 1
det (A—X1)=| :
0 1
—ap —ap ... —Qpq — A

Definition 3.10. Das charakterische Polynom ist definiert durch
P(\) =det(A— A1),
wober es mit dem obigen System geschrieben werden kann als

PA)=(-1)"(A\"4+ a1 A"+ +aA+ag) =0.
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3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Satz 3.2. (ohne Beweis) Seien A1, ..., \, Nullstellen (Eigenwerte) des charakterischen
Polynoms P (X\) mit den Vielfachheiten my, ..., m,, so dass > ._, m; = n. Dann ist die
folgende Liste ein Fundamentalsystem von Losungen (Insgesamt n Funktionen):

MT et ™M (my Funktionen)
e x| a™27 e (my Funktionen)
e xet L a™ M (m, Funktionen)

Falls komplexze Eigenwerte vorkommen, dann: (A reell, d.h a;; reell)

o \i, ..., \ reelle Eigenwerte mit Vielfachheiten m;,

o 1y =0y +if,. .., us = s+ iBs komplezen Eigenwerte mit Vielfachheiten n;.

Auch die komplex-konjugierten sind Lisungen:

ij+22nj =n
j=1 j=1

Die Liste der Fundamentallsungen (reelle Losungen) ist demnach

e ™ (1< <)
e cos (B;x) , xe®” cos (Bx), ..., x™ e cos (Biz) (1 <5 <)
e%% sin (B;x) , ze® " sin (B1) , ..., 2™ e sin (Bz) (1< 5 < s)

Bezispiel

y® + 4y® 42y — 4y 4 8y + 16y =0

Daraus ergibt sich das charakterische Polynom:

—P(A\) = N4+ +20° -4\ +8) + 16
= (A+2° (N -2x+2)
= A +2°A—1+)(A—1—1)

FEin reelles Fundamentalsystem von Léosungen lautet:
e 2 te™ t?e7 elsint, e'cost

Bezispiel
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v' =2 +y=0

Daraus ergibt sich das charakterische Polynom:

PA=XN-2+1laA-17=0=>)=1

Es ist

¢1(z) = € Losung

Behauptung: ¢ (r) = xe” ist auch Lisung
(3.25)

Es gilt:

s = (1+x)€”

y = 2+a)e”
=

by —205+¢ = [242)—2(1+2)+a]e
= 0

Die allgemeine Léisung schreibt sich deswegen also als

¢ = 101 + C202.

3.3.4 Inhomogenes System

Ein inhomogenes System kann beschrieben werden durch

y = A(t)y +b(t)
)

mit der allgemeinen Lésung: y(t) = ¥Y(t) + x(t) wobei x die Lisung des homogenen

Systems und (t) die partikuldre Losung ist.

Die partikulire Losung kann durch Variation der Konstanten (analog zum eindimensio-
nalen Fall) gefunden werden. Ist Y (t) ein Fundamentalsystem von Lésungen der homo-
genen Differentialgleichung (d.h zum Beispiel eine n x n Matriz), so erhdlt man alle
Lésungen der homogenen Gleichung in der Form y(t) = Y (t)v, wobei v alle konstanten

Vektoren durchliuft. (Y(t) = (Y- ,gn)) Die Konstanten werden nun variiert, d.h,

durch Funktionen von t erzeugt:
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3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Dann gilt:
g/ (t) — Y/Q + Yy/
= AYv+ Y
= AYv+b
Dies soll erfillt sein
=

Y(t)u'(t) =b

Da Y (t) ein Fundamentalsystem ist, ist die Wronski Determinante ungleich Null. Somit
existiert die inverse Matriz Y = (t) und sie ist in I stetig. Damit kénnen wir schreiben:

I

(t) = v(7) +/ Y 1(s)b(s)ds

Folglich lautet die Losung fir z(t):

oder

t
) = YO+ [ YY) ds
mit v (T) = n als Anfangswert des Systems.

Bezispiel

Yy =ty —ytt
vy = syt Zys — 7

Daraus ergibt sich:

b(t) = (_ZQ) ,

mit t > 0. Der Anfangswert wird gewdhlt als y(1) =0 = 7.

1. Der homogene Anteil der Differentialgleichung
Vi =1
Yo = pyit iy
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3.3 SYSTEME VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG UND
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

mit

hat die Losungen

win=(4)
und 0,6 = (t_ftllr;tt) .

2 —t2Int
Y= (—t t+tlnt>

ein Fundamentalsystem. Zum Beispiel ist firt =1

Y1) = (—11 (1)>

Folglich st

und es gilt det Y (1) =1 #0

2. Ist B= (" b , dann ist B~ = L d b , falls natirlich det B = ad —
c d ad=bc \ —¢ @
be # 0. Somit bekommt man fiir Y —(¢) :

yl(t) = %3 (t(l +Int) 2 lnt)

t 2

Und man erhdlt:

_ 1 /Int+1—¢*Int
1 — —
Y (5)b(t) = t( L )

1 2
/Y Ls)b(s)ds — ( slns—i—l slns)ds)

1

4

1(1-5%
1 —1+(4—2t2+2lnt)lnt
- 4Int —2t* + 2

Daraus berechnet man
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3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

<

Y (¢) - 77+Y(t)/ Y (s)b(s)ds
N — 1

=0

t* —t*Int\ 1/t =1+ (4—2t*+2Int)Int
—t t+tlnt) 4 4Int — 262 + 2
1/t —1+2Int —2In°t)
4\t (3=3t>+2Int+2In’t) )

)
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4 Variationsrechnung

4.1 Eindimensionales Problem (Eulergleichung)
Problem
Gegeben sei F(x,y,y') stetig und 2 mal stetig differenzierbar (C?). Wir betrachten die

Funktionen y(z) die stetig auf einem Intervall xg < x < z1 und in C? sind.

Randbedingung:

Wir definieren dann das Funktional

3yl = / " Pl y(e),of (2))da

o

y(x) = Zahl Fly] € R

das jede Funktion y(x) einer reellen Zahl zuordnet.

Gesucht:

Die Funktion y(x), fir welche §ly| ein Minimum (Extremum) ist.

Beispiel 4.1. Keine minimierende Funktion existiert fir §|y| fxl 2(x)dx (d.h F(z,y,y) =

y*(x)) Das Infimum befindet sich hier bei Fy] = 0, aber fiir jede zugelassene Funktion y
ist Sly] > 0, da y = 0 nicht zugelassen ist (erfillt die Randbedingung nicht).

Man betrachte eine einparametrische Schar von zuldssigen Funktionen (der Klas-
se C?):y(z, ). y = y(z,0) sei die optimale Funktion des Problems. D.h. Vy(z) zulissig §ly] >
Slyl, also Vo Fly(z, )] > §ly = y(x,0)]. Der Ausdruck §y(z, o] = §la] soll also mini-
mal sein fir o = 0.

a3l
da

=0.

a=0

Notwendige Bedingung fir ein Minimum.:

Diese Bedingung st jedoch micht hinreichend.

Notation: 38 = 0F; y(v, o) 32 % — 5y

S . O . 0
wobei ' 1= b und § 1= e

Die notwendige Bedingung fir die ein Minimum ist
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0§ =0

0=10§= / F,0y + F, 0y | dx
o \/_/

(4.1)
0 3y falls 2. Abl stetig 0 6y /
! —_ —
o = da Ox o (804 (%)

/ / d
Fy/(6y) = (Fy’éy) - (%Fy’)(sy

4.1)
oF OF (
Kettenregel:< F, = 3_y’ F, = 8_y’
Hier gilt L = ax + 8y + y”aa,, wobei « fest bleibt (totale Ableitung nach x).
Losung 4.1.
1
0=0§ = / [ ] dydz + [F 6y
o

Diese Bedingung ist unabhdingig von den Randbedingungen. Jedoch gilt:

{y(J?o’Oé) =1 Vo

y(er, @) =y Vo

Also hdangen vyo, y1 nicht von a ab.

6y(‘r17 Oé) =0
= Fy/5y|§; =0

Sy P

Die Wahl der 1-parametrigen Schar ist y(x,a) = y(z) + an(x) wobei y die optimale
Funktion ist und o ein reeller Parameter. Mit n(zo) = n(xy) = 0, n € C? ist dann

oy = n(x):

{5y(:c0, a)=0

E's bleibt

0= 5§ = / [ ]n(x)dx (4.2)

fiir alle n(z) € C? mit n(x) = n(x) = 0.
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4.2 SPEZIALFALLE

d
= |:Fy - %Fy/:| - 0

Dies ist das Fundamentallemma der Variationsrechnung, d.h.

Fy=Fya—Fyy -y = Fyy -y =0
O*F

F =—...
(Fya oyox’ )

mit y(zo) = Yo, Yy(z1) = y1. Falls Fyy = 0, ist es eine Differentialgleichung 2. Ord-
nung mit den Randbedingungen yo,y,: d.h wir haben es mit etnem Randwertproblem
zu tun. (Fy, # 0 “Legendre Bedingung”)

Beweis. Falls | | an einer Stelle nicht verschwindet, gibt es eine ganze Umgebung, in der
[ ] nicht Null ist und einheitliches Vorzeichen hat ([ | ist stetig da F' 2-mal stetig diffe-
renzierbar sein soll). 7 kann nun so gewéhlt werden, dass es im selben Bereich ebenfalls
nicht Null wird, sonst aber iiberall verschwindet. Falls [ | nicht im ganzen Intervall Null
wére, konnte man 7n(z) also so wihlen, dass das Integral nicht verschwindet was der
Voraussetzung widerspricht (muss fiir alle n(z) verschwinden).

d
F, - @Fy/ =0: Eulersche DGL

4.2 Spezialfalle
1. F,=0, dh F(z,y).

Eulergleichung F, — %Fy/ =0= d%Fy’ =0, d.h Fy = const: erstes Integral und
somit DGL 1. Ordnung.

2. F, =0, dh F(y,y).
Dann ist fl—i = Fy' + Fyy" und wir bekommen

d dr d
0=|F,——F,|y=——-Fy —y—F,
[y dx y]y dz \yy YaxY

>
=0 :—dix(y/Fy/)

d
=—(F—-yFy)= F—y'F, = Konst. = “erstes Integral’.
dx —

DGL 1. Ordnung

3. F,=F,=0, dh F(y).

Fulergleichung: 0 = —%Fy/ = Fyyy”, also (falls Fyyy #0) y"” = 0; folglich ist y(z)
eine lineare Funktion.
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Beispiel 4.2. Kiirzester Weg zwischen (zo,yo) und (x1,y1).
\ﬂ/—/ S——

Py

:/ ds—/ (dz?* + dy?) 1/2 / V1+y?de
P

Somit ist F(x,y,y) = /14 y? mit Randbedingungen yo = y(zo), y1 = y(z1) (Fr =
0,F, = 0). Die Eulergleichung ist dann: —%Fy, = 0.

d Y Y
| —Z | =0 dh |—L— | = A = Konst.
dz | /14y V14 y?

oder (y')* = A*(1+ (y')?)

A2 1/2
= () (1-A%) =A% = ¢ = (1 — Az) = konst.

(d.h also y" =0 wie zu erwarten war).

1/2
% x + B, d.h die Losung ist eine Gerade (A,B werden durch

die Randbedingungen bestimmt).

Somit ist y(x) =

4.3 Natiirliche Randbedingungen
Betrachten wir nun das Problem

Syl = / F(x,y,y)dx = Minimum unter der Bedingung y(xo) = yo,

Zo

dagegen gebe es keine Randbedingung fir x1. Wir haben gesehen dass

0=065= / [ } dydz + [Fy 5y]]w1 (4.3)

es gilt jetzt dy(xg) = 0, dy(x1) = beliebig.

Losung 4.2. Weiterhin muss die gesuchte Funktion die Fulergleichung erfiillen, jedoch
ergibt sich in x; die natirliche Randbedingungen Fy(z1,y(z1),y) = 0, da somit (4.3))
gilt.

0 =08 = 0+ (Fydy)(z1) — (Fy0y)(zo)
—_————
=0 da éy(z0)=0

=F, oy(r1) =0 da aber jetzt oy(x1) beliebig

=y (21) = Fy(21,y(21),9'(21)) = 0.

Die DGL (Eulergleichung) muss jetzt also mit den Randbedingungen y(xy) = yo und
F(r1,y(21),y (21)) = 0 geldst werden. Das Analoge gilt, falls xo und x, vertauscht oder
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falls in xo auch keine Bedingunyg festgelegt ist; dann ist die Randbedingung Fy (zo, y(zo), y'(0)) =
0. Die “natiirliche Randbedingungen’ treten also als Ersatz fiir die fehlenden Zwangs-
bedingungen auf.

Beispiel 4.3. Kiirzester Abstand vom Punkt Py = (x¢,yo) zur Geraden x = xy:

= fxol 1+ y%2dx Minimum unter der Bedingung y(x¢) = yo, aber frei in x.
Buler-DGL: yf" = 0 (dh y(x) = az +b) = y(wo) = yo

Natiirliche Randbedingung:

/
0=F,)| _ =—2—| =y (21)=0 (4.4)

D.h. die Tangente zur Kurve y(x) ist im x1 senkrecht zur Geraden v = ;.

1

Bemerkung 4.1. Betrachte die Funktion G(x,y) (nicht vony' abhingig) und LG(z,y).

/I1 C%G(x,y)dx = G(z1,y(x1)) — G(z0, Yo (0)),

x0

Falls F(x,y,y") — F(z,y,y) + %, so ist die Fulergleichung identisch zur Gleichung
i der nur F' vorkommt, da

g\ _ d (dG
dx ” dr \ dz y
d / !
— —(Go + Gy = Goy + Gy’ —

= (G, +Gyy'), -
=G+ Gy — Gy — Gy =0;  (Gyy = Gya)-

= 0 und zwar identisch:

d
%(OJF Gy)

Bei Variation mit festen Randbedingungen kommt es nicht auf % an, bei natirlichen
Randbedingungen jedoch schon:

5 / dx _ / F]  dady+ (Fy+G,)oy| — (Fy+Gy)doy|  (4.5)
0 ~ ~——— ~—_———
=0EulerDGL =0 1 =0 z0

= abgednderte natiirliche Randbedingungen
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4.4 Skizze einiger Erweiterungen der bisherigen Betrachtungen

4.4.1 Integrand F hdngt auch von héheren Ableitungen ab

3[3/]:/ F(z,y,y,...,y™)dx

o

Dann sind die Randbedingungen

{ y(20), 9/ (20), - -,y ™ ()
y(z1), v (1), ..,y (1)

(Pyl) € O (= (o) Ayte)) > | =0

Z1
53 = / (Fy0y + Eyoy + Fpdy” + ...+ Fyony™)da = 0

Zo

Es muss nun n-mal partiell integriert werden um die Form 0 = [()dydx zu erreichen,
dann kann das Lemma angewendet werden. Das Ergebnis ist die Fulersch’sche DGL

d 02 43 dn
O = [F]y g Fy — %Fy/ —|— @Fy// — ﬁFym —|— R + (—1) %Fy(n)
d 0 0 0 0
bei — = — +y'— 4+ o' — + ..y
wobet iz on + vy a9y +y oy + +y Dy

mit Ordnung 2n, und 2n Randbedingungen.

4.4.2 Mehreren unabhdngige Variablen

2. B u(z,y)

J(u) == F(x,y,u, uy,, u,) ded
3w = [ [ P, &

Randbedingungen: u = f(s) gegeben lings OG (Randkurve), u(x,y) € C?. Fiihren wir
also wiederum eine 1-parametrige Schar u(z,y, ) ein, mit

Ju(z,y, a)] = J[a], notwendige Bedingung: dJ[a] = 0.

03 = //[Fuéu + Fy, 0uy + F, 0uy|dA
G

Partielle Integration (und Sdtze aus Vektoranalysis) = Euler DGL
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4.4 SKIZZE EINIGER ERWEITERUNGEN DER BISHERIGEN BETRACHTUNGEN

d d

0=|F|,=F,— —F, ——F,

[F] gz e = gy o
wobei——g—i-ug—l—u i—f—u i
dx  Ox T Oou “ Ou,, e Ou,,

(analog fir d%) Also erhdlt man eine Partielle DGL 2. Ordnung.
Beispiel 4.4.

F=u+ uz = |grad(u)|?

ol = [ [ a2+ i aa

(Dirichlet’sches Integral von u tiber G)

FEulergleichung:
d d
0=0——2u,) ——(2
= — Uy — 2Uyy = —2(Ugy + Uyy)

=Au =0 (Laplacegleichung).

4.4.3 Mehrere unbekannte Funktionen

Seien zum Beispiel 2 Funktionen y(x), z(z) gesucht:

3lyte), 2] o= [ " ey, oy, e,

o

Minimum unter der Bedingungen y,z € C?. Es seien die folgenden Randbedingungen

gegeben:

{y(:ro) =10; 2(w0) = 2
y(iUl) = Y1 2(351) =2z

Prinzip der partiellen Variation:

{y(z),z(x)} seien die optimalen Funktionen, zundchst sei z(z) fest und man variiere

y(x). y(z, ) ergibt somit

d
0=I[F|,=F, — %Fy/ (Euler-Gl.)

wobei allerdings:

i_£+ ,£+2/2+ ”i+z”i
dr oz Y Jy 9. 7 oy’ 0z

(4.6)

(4.7)
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4 VARIATIONSRECHNUNG

Nun sei y(x) fest und man variiere nur z(x), dann gilt analog:

d
0=I[F|.=F,— d—FZ/ (Buler-Gl.), (4.8)
x
wober wiederum % wie oben zu verstehen ist. Folglich:

2 unbekannte Funktionen = 2 Euler’sche Gl.
n unbekannte Funktionen = n Euler’sche Gl.

Anwendung in der Mechanik:

Die Lagrange’schen Gleichungen der Mechanik sind die Euler’schen Gleichungen zum
Hamilton’schen Prinzip.

e Mechanische Systeme in verallgemeinerten Koordinaten: qi,qs, . .., q, (unabhdingi-
ge Variable ist die Zeitt : "= 1)

e kinetische Energie T(g;,q;) mit 1 < i < u (2.B img;® oder Massenpunkt: T =
F(@+ 97 +2%))

e Potentielle Energie U(q;,t), kann explizit von der Zeit abhingen. Die Lagrange-
Funktion ist L(q1, ..., qn; Gy, Gn,t) =T = U.

Gegeben seien qio = qi(to) und g1 = ¢;(t1). Die wirkliche Bewegung entspricht einem
stationdrem Wert des Wirkungs-Integrals:

Il (t), ..., q.(t)] = /t1 L(q;, g, t)dt

to

Gesucht ist qi(t), ..., qn(t) = n- Buler DGL

oL d (0L ,
- — - 1< <n
dq;  dt \ 0g;
mit obiger Randbedingungen entspricht dies den Lagrange’schen Differentialgleichungen

der Mechanik.
Beispiel 4.5.

L:T_U:%(¢2+y2+z2)—U(:r,y,Z,t)

Fuler-Lagrange Gleichungen:

mi = — U,,
my = — U,,
mz=—U,,

diese stellen gerade die Newton’schen Bewegungsgleichungen dar.
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4.4 SKIZZE EINIGER ERWEITERUNGEN DER BISHERIGEN BETRACHTUNGEN

Anwendung in der geometrischen Optik

e Die Fikonalgleichungen der Gauss’schen Optik sind die Fuler’schen Gleichungen
zum Fermat’schen Prinzip.

o Wir betrachten den Brechungsindex n(x,y, z), der die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit im Medium beschreibt.

Prinzip von Fermat: Der Lichtstrahl von Py nach P, macht fppol n(x,y, z)ds stationdr,
wobei die Ldnge des Bogens nicht vorgeschrieben ist. Die Bogengdnge s eignet sich also
nicht als Parameter. Wihlen wir einen anderen Parameter t, welcher jedoch nicht mit
der Zeit zu verwechseln ist:

Po(xo, Yo, 20) mit xo = x(to), Yo =y(to), 20 = 2(to),
pir(r1,y1,21) mit = w(ty), y=y(t), 21 = z(t),

Es seien nun xo, Yo, 20, 1, Y1, 21 gegeben und x(t),y(t), z(t) gesucht (to < t < t1). Die
Bogenldinge ist gegeben durch

ds* = da® + dy* +d2* = de 2+ dy 2+ dz 2 (dt)?
B Y o \dt dt dt

somit gilt
3le(t), u(t), =(1)] = / n(a(®), y(0). 2(0) - \/ (Cfi—t) ; (%) o (5

Bendtitzt man nun

Ft,2,y,2,8,9,%) = n(w,y,2) - V& + 57 + 22

oF _dor _ . Iog)
or diox - U
on d z
T a2 2 2 2 _
VT T " et
on 1 d 1 dz |
— - ~In —|=0
Ox  \Ji?+ 24 22dt | \Ji2 42422 d

so erhdlt man (Es gilt jedoch dass \/1? + y? + 22dt = ds und somit gilt g—g—d% (nfl—i) =0)

d dx
grad(n) = o (nd—i) ., die (n = 3) - Euler-Gleichunyg.
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4 VARIATIONSRECHNUNG

Wir bekommen also die Gleichungen

d dx
d  dy
ny:%(”%)
P ;
n :3_71 n :8_71 n :a—n:gmd(n):<a—n 8_71 a—n)]
YooY oyt 0Oz ox’ Oy’ 0Oz

d.h also grad(n) = 4(n%), die Eikonalgleichung der geometrischen Optik.

Spezialfall

Sein =n(z) (nur von der z-Koordinate abhingig)

= n sin(a) = konst.

Noch spezieller: n = n(z) hat nur zwei Werte, zum Beispiel fir z > 0 :n = ny und fir
2 < 0:n =mng. Dann erhalten wir das Snellius’sche Brechungsgesetz

nysin(a) = ng sin(as)

4.5 Extrema unter Nebenbedingungen

4.5.1 Integralbedingung

Jly] = / F(z,y,y)dx Minima unter der Bedingung

y(z) € C%, y(mo) = o, y(x1) =y
und

x1
Kly| == / G(z,y,y)dx = C, fest gegebene Konstante

Zo
Hier ist das Betrachten einer 1-parametrigen Schar nicht mdglich, versuchen wir es
also mit einer 2-parametrige Schar y(z, o, B): Jly] = J(a, B), Rly] = Ko, 5) = C.
Nun wird der Lagrangemultiplikator X\ = (Zahl) eingefiihrt so dass J(«, 5) — A\R(a, B)
stationdr wird.

30) = AK() = [ (Ple.y) A6l da
21 " (4.9)
(5/ [F' = AG| = 0 = Eulergleichung [F'— \G], =0

o
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4.5 EXTREMA UNTER NEBENBEDINGUNGEN

d.h also
d

X

[F =G, [F =G, =0

wobei X konstant ist. (y(xo) = yo, y(x1) = y1).

Fiir n Integralbedingungen konnen n Lagrange-Multiplikatoren (A1, ... \,) benutzt wer-
den.

4.5.2 Eine Bedingung in jedem Punkt, “holonom” oder Differentialbedingung

Eine gesuchte Funktion:

1
y(x) : / F(z,y,y")dz mit y(xo) = vo, y(x1) =y1 und G(z,y) = C gegebene Zahl.
" (4.10)

= G nach y auflésen und dann in Integral einsetzten

= Das Problem ist somit keine Variationsaufgabe mehr.

Oder G(x,y,y) = ¢ = allgemeine Lisung y = y(x, k) dann hingt es nur noch von k
ab, = gewdhnliche minimierungs Aufgabe.

Mehrere gesuchte Funktionen:
Gesucht z.B y(x), z(z):

z1
3[y7 Z] :: / F(I‘7 y7 y/J Z? Z/>dx

0

Extrema unter der Bedingung
G(z,y,vy, 2, 2) = C in jedem Punkt x.

Lagrange Multiplikation: Die erste Bedingung ergibt eine Zahl . Die Bedingung fiir jeden
Punkt = hat zur folge dass A(x) eine Funktion ergibt. Also erhdlt man

[F = \)G], =0
[F— \2)G], =0

z

} zwet Eulergleichungen

und G(z,y,y', z,72") = C ergibt drei DGL fir drei unbekannte Funktionen y, z, A.
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5 Lineare Operatoren, Eigenwertprobleme

5.1 Funktionenrdume (Repetition)

FEs seien f(x) und g(x) reell- oder komplexwertige Funktionen und o und B komplexe
Zahlen.

e Linearer Funktionenraum ‘R

f(z) eRr
= SR
(o) + Al
e Lineare Unabhdngigkeit cines Systems von Funktionen fi(x),..., fu(z) falls
afi(x)+ .. anfu(z) =0 S ay=as=...=a, =0

e Dimension eines linearen Raumes: Die hichste Zahl von linear unabhdngigen
Funktionen in ‘R.

o Wir postulieren in R eine Hermite’sche Metrik wobei das Skalarprodukt
(f,g) € C ist, so dass

1. Linearitit (a1 fi + asfs, 9) = a1(f1, 9) + as(f2, 9)

2. Hermatizitdt
(9,.1) = (f,9) = ([, f) = ([, f) ist also reell)
3. Positiv definite Metrik (f, f) >0 und (f,f) =0< f(z) =0

Bemerkung 5.1.

il

} = (f,ag) = (ag, f) =al(g, f) =a(f,g)

Definition 5.1. Norm ciner Funktion: ||f|| :== +/(f, f)

5.2 Hermit’sche Operatoren

Definition 5.2. Lineare Operatoren linearer Abbildungen von R in sich oder in einen
grosseren Raum. R := "Definitionsbereich des Operators”

Beispiel 5.1. Es sei
R = { Funktionen der Klasse C' in [xo,z1] mit f(zo) =0},

wobei % : C1 — C° der lineare Operator ist (f — %f}.
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5 LINEARE OPERATOREN, EIGENWERTPROBLEME

Beispiel 5.2. Fulls R = R", A: R" = R" - Der Operator A kann folgendermassen
durch eine Matriz beschrieben werden:
Basisvektoren: €1, ..., €,

€ A Aeéy, aj = (Aey, €;)
Definition 5.3. eine Hermite’scher Operator A ist ein linearer Operator mit
(Af,9) = (f,Ag) VfgeR
Beispiel 5.3. Fiir A: R* — R™ Hermite’sch muss dann gelten:
aji = (AG, &) = (G, AG) = (AG, &) = .

ajr = ag; ist also die Bedingung damit die Matriz A hermitsch ist. (z.B (¢ g) wobet a
und d reell sind.)

Die Hermitizitit eines Operators hdngt also von der Metrik (d.h. dem Skalarprodukt)
wesentlich ab!

Einfaches Kriterium fiir die Hermizitat:

Satz 5.1. Voraussetzung: R ist komplex, d.h f € R=1-f € R

Behauptung 5.1. Ein Operator A ist Hermite’sch < Vf € | (Af, f) reell
(notwendige und hinreichende Bedingung, ohne Beweis)

Beispiel von Hermite’schen Operatoren

Beispiel 5.4.

e Funktionenraum R: stetige Funktionen f(z) in [xq,x]

o Metrik: Skalarprodukte (f,g) = f;}l p(x) f(z)g(x)dx mit p(x) > 0 und reell

o Operator: Af == y(z)f, v(x) reell und stetig, A ist Hermite’sch:
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5.2 HERMIT’SCHE OPERATOREN

Bewess.
T T .
Af, :/ x)y(z)f(x)g(x)de = / dx
(Af.9) 5 p(z)y () f(z)g(z) xouvzg
=(v/f)
1
— [ w0 (@) (9@ de = (7,49
zo
In der zweiten Gleichung wurde benutzt, dass g und v reell und Ag = ~vg. O]

Beweis. nach Satz

1

(A1) = (4. f) = / e J T de = / i1 da = reell

o xo
|f]? reel

Dies gilt fiir alle f, somit ist A Hermite’sch. O

Beispiel 5.5.

o Funktionenraum R: f(x) € C? in [z, 1] mit

o Metrik: (f,g) = f;;l w(zx) f(x)g(z)dx mit p(x) > 0 reell.

o Operator: Af = —ﬁ% [a(a:)%] (Sturm-Liouville Operator, p(z),o(x) gegeben)

o(x) € [zo,x1] reell und C!

Behauptung 5.2. A ist Hermite’sch.

arn = w0 (5) (§ || ) T

Beweis.

= d = T1 _
P.I — {a(m)é} f ~|—/ o(z) f'(z) f(z) dx
) =0 (W(:gren RB) ’ ~~ il

reell

]

Definition 5.4. Der Operator A heisst positiv definit, wenn Vf € R (Af, f) > 0 und
(Af,f)=0& f=0.
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5 LINEARE OPERATOREN, EIGENWERTPROBLEME

5.3 Eigenwerte und Eigenfunktionen eines Hermite’schen Operators

A sei ein Hermite’scher Operator
Definition 5.5. \ ist ein Figenwert von A wenn Ju € Ru #0: Au = \u
Definition 5.6. u heisst Eigenfunktion von A zum FEigenwert .

Satz 5.2. Alle Eigenfunktionen zu einem bestimmten Eigenwert A bilden einen linearen
Raum Ry (Eigenraum von \)

Beweis.
Au = \u

} Aau + pv) = aAu+ fAv = Aau + fv)
Av = v

O

Definition 5.7. Die Dimension von Ry, dimR), heisst die “Multiplizitdt” des Fi-
genwertes A (dimRy > 1). Wenn dimRy = 1 ist, heisst A etnfacher Figenwert. Ist
dimRy > 1, heisst A entarteter Eigenwert

Satz 5.3. Alle Eigenwerte eines Hermite’schen Operators sind reell.

Beweis.

(Au,u) = A(u,u) (u#0)
i 11>0

ist auch reell

Definition 5.8.
(Au, u)

(u, u)

A= heisst Rayleigh Quotient (R[uf)

Satz 5.4. Seien A und p zwei voneinander verschiedene Eigenwerte. Die zugehori-
gen Eigenrdume Ry und R,, stehen dann orthogonal zueinander (gilt nur fir Hermit’sche
Operatoren). X # p = Ry LR, bzgl. der Metrik, in welcher A Hermithe’sch ist!

Beweis. w € Ry und v € R, mit 1 # A
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5.3 EIGENWERTE UND EIGENFUNKTIONEN EINES HERMITE’SCHEN OPERATORS

Bemerkung 5.2. Es folgt auch (Au,v) = Au,v) =0

Bemerkung 5.3. Sei A ein positiv definiter Hermite’scher Operator. D.h. (Af, f) >
0 Vf und (Af, f) > 0 wenn f # 0. Dann sind alle Figenwerte X\ > 0.

Bewezs.
(Au,u)

(u, u)

Au= A u; A=

> 0dau #0.

Beispiel 5.6. Die Schwingende Saite
(unendlich viele Eigenwerte Ay < Ag < A3 < ... < o0)
Die Bewegungsgleichung der schwingenden Saite lautet

lE)Qu(t,x) _ Q*ult,x)
2 o2 022

ze€[0,L], t >0,
u(t,0) = u(t,L) =0,

mit den Anfangsbedingungen

u(0,x) = v(z),
ou(0,z)
5 w(x).

Wir benutzen die Methode der Separation der Variablen: d.h. u(t,z) = f(t)g(z) (Ansatz)
1. Losungen der Form u(t,x) = f(t)g(x)

2/ Mg(x) = F(t)g" ()

Also hdngt C%% = g?” nicht von t und nicht von x ab, und kann folglich nur eine
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5 LINEARE OPERATOREN, EIGENWERTPROBLEME

Konstante A sein. Somit erhalten wir das Eigenwertproblem
d2
@9

mit g(0) = g(L) =0 (wegen u(t,0)=u(t,L)=0).

(x) = =Xg(z) z €0, L]

Betrachte:
e R:g(x) € C*inl0,L], g(0)=g(L)=0
o Metrik: (g,s) = fOLg(x)s(x)dx

o Operator: Ag = —g" Hermite’sch, (Ag,s) = (g, As) (durch partielle Integra-
tion)

Ag=Xg (9" = Ag)
g" + X\g =0 (Schwingende Saite)

%:wmchyC(wmmgAngML%:w

2
mit A, = (%) n=1,2,3,... (n =0 nicht Eigenwert da go = 0 — keine Eigenfunkt
Die g,, spannen den ganzen R auf (— Fourier-Reihen), d.h. die g, bilden ein
vollstindiges Funktionensystem in ‘R.

e Die Gleichung fir f ist

J= =M.

Sie besitzt die allgemeine Losung f(t) = a coswpt+bsinw,t, mit w, = /c*\,.
Die allgemeinste Losung der Form f(t)g(z) ist also

w. w
(@, cos wpt + by, sin wy,t) sin (—nx>, mit — = \/ A,
c c

wobei w, = ¢ n=1,2,... (Eigenfrequenzen).

2. Da die Gleichung linear ist, ist auch jede Superposition eine Ldsung:

oo
u(z,t) = Z (ap, coswy,t + by, sinw,t) sin <ﬂx>
c
n=1

Die Koeffizienten a,,, b, werden durch die Anfangsbedingungen bestimmit:

i(an sin (%x)) = v(z)

i(bnwn sin (w—cnx>) = w(x)
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5.3 EIGENWERTE UND EIGENFUNKTIONEN EINES HERMITE’SCHEN OPERATORS

Aus der Theorie der Fourierreihen wissen wir jedoch, dass (fir hinreichend reguldre

v(x), w(z)) gilt: )
ap = Z/o v(x) sin (%x)d:v

9 (L
b, = oL /0 w(z) sin (%x) dx

Die Gesamtheit der Eigenwerte eines Hermite’schen Operators heisst Spektrum. Fir
das Spektrum kann folgendes zutreffen:

1. Es qibt keine Eigenwerte.
2. Es gibt endlich viele Eigenwerte.

3. Es gibt eine abzdihlbare Menge von FEigenwerten, die entweder keinen Hdufungs-
punkt haben (z.B. Schwingende Saite), oder die einen Hdufungspunkt haben (z.B.
Wasserstoffatom,).

4. Es gibt FEigenintervalle (nicht abzihlbare Mengen von Eigenwerten), welche ein
kontinuierliches Spektrum bilden.

Sei nun Ry der durch den Eigenwert A\ aufgespannten Figenraum. Eine wichtige Frage
ist: Spannen die zu allen Figenwerten A eines Operators gehorigen Eigenrdume Ry den
ganzen Raum auf?

Definition 5.9. Der Operator A heisst beschrdnkt, falls
JAS]

Sup ——— < 00.
ren | f]l

Betrachte den Operator A und den Identititoperator I, d.h If = f. Bilde einen neuen
Operator (A — \I):

Ju # 0 so dass (A — N )u =0,

d.h Au = Au, mit u Figenfunktion zum FEigenwert X. So ist der Operator (A — \I)
singuldr, d.h (A — AR # R (2.B wird v auf 0 abgebildet). Entsprechend ist der
“Umkehroperator” (A — M)~ mnicht auf ganz R definiert. (A — XI)™' nennt man die
Resolvente. Die Eigenwerte \; bilden das Punktspektrum von A.

Definition 5.10. Das kontinuierliche Spektrum ecines Hermit’schen Operators A
ist die Menge der Zahlen \, fiir welche die Resolvente (A — XI)™' nicht beschrinkt ist,
d.h.

l(A =AD"

sup
fen £l
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5 LINEARE OPERATOREN, EIGENWERTPROBLEME

Wenn das Spektrum ein “reines Punktspektrum”ist, dann erzeugen alle Eigenfunktionen
den ganzen Funktionenraum R, (Beispiel: schwingende Saite). (Ohne Beweis)

Bemerkung 5.4. Es kann vorkommen, dass eine Zahl N\ sowohl dem Punktspektrum
als auch dem kontinuierlichen Spektrum angehort.

1. Fall eines reinen Punktspektrums:
Au; = Nug; u; Eigenfunktion und\  Eigenwert mit ||u;|| = 1,

d. h. Ve >0, Vf € R sodass f, = > oiu; und ||f — foll < € also f, =
S g = (f,w)

2. Wenn X\ ein Figenwert ist, dann Ju € R : Au = Au oder (A — A)u =0

3. Wenn X im kontinuierlichen Spektrum liegt, dann gilt Ve > 0:

dR*® C R so dass Yu € R™ M<e.

i

Seiv=Au— u=(A—N)u, u=(A-X)""v

Il (A=A~ 1
d. h < €= > —
(A= AL~ wl| o] €
da aber € > 0 beliebig = % — 00, also sup W — 00 nicht beschrdnkt.

feR

Beispiel 5.7. Beispiel eines rein kontinuierlichen Spektrums:

R:{f(x) € C®in0,1]}

Metrik: (f,g) = fol fgdx

Operator: Af(z) = xf(z) (hat keine Figenwerte)

Set0< A A<1
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5.3 EIGENWERTE UND EIGENFUNKTIONEN EINES HERMITE’SCHEN OPERATORS

Ve >0 Ju € R wobei u(x) =0 fir |z — A > €, u sei reell:

1 —
| Au — Mul]? =||zu — Iu||® = / (x — Nu (z — Nudx
0

1 Ate
:/ (2 — \)uldy — / (= N2 u? < &Jull?
0 A—e T
|Au — Aul|
<e
]

Das kontinuierliche Spektrum besteht aus allen Zahlen zwischen 0 und 1.

Projektionsoperatoren (Orthoprojektoren)

Definition 5.11. Ein (linearer) Operator heisst Projektor, wenn zwei lineare Unter-
raume R, und R, existieren mit R, Ry C R, R LRy, und R, + Ry, = R. Es gilt also:
VEeR f=fo+ fo mit f, € R, und f, € Ry so dassVf € RPf = f,.

Eigenschaften

1. Ein Projektor ist ein Hermite’scher Operator
Bewezs.

e Linearitat ist klar
L4 f:fa+fbag:ga+gb

(Pf,9) =(far9a + g) = (fa, 9a) + (fa, g6) = (fas 9a)
=0

=(fa; Pg) = (f, Pg)

2. Ist P ein Projektor so gilt P> = P

Bewezs.

P f=P(Pf)=P(f.)=fa=Pf VfEeR
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5 LINEARE OPERATOREN, EIGENWERTPROBLEME

Satz 5.5. Die Figenschaften 1 und 2 zusammen charakterisieren die Projektoren. D.h

P Hermite’sch

P : Projektor &
rojektor { pt_p

(= wurde bereits bewiesen. Der Beweis fiir <= kann als Ubung gezeigt werden.)

Eigenwerte eines Projektors:
Es seit Pf = \f mit
f:fa+fba Pf:fa:A(fa_Ffb)
1. f,=0:fo = Af, = A= 1. Der Eigenraum ist somit gegeben durch R, = R;.

2. fu#£0, fo=0:Pf=0=X=0 oder Pf, = f, = XA = 0. Somit ist der Eigenraum
gegeben durch Ry—y = Ryp.

5.4 Extremalprinzipien und Charakterisierung der Eigenwerte
Annahme:

e A Hermite’scher Operator
e Spektrum beginnt mit Punktspektrum

Eigenwerte: A\ < Ay < ...

(Af, f)

Ri="G7

Rayleigh-Quotient

Rayleigh’sches Prinzip:

At = 1;}161&1 R[f]

Allgemeiner betrachtet sind die Eigenwerte von A die stationdren Werte des Rayleigh-
Quotienten.

(Af. f )} _ .
5{ G- 0 (Variationsrechnung),

d.h. 6(Af, f) = 0, mit Nebenbedingung (f, f) = 1. Wir fihren also den Lagrangemulti-
plikator X ein:

S {(Af, ) = AL )} =0,

aber das gilt gerade dann, wenn Af — Af = 0 erfillt ist. Die Werte \ fiir welche dies
erfiillt ist, sind also gerade die Eigenwerte (und zugehdorige Egenfunktionen). Somit haben
wir also dass
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5.4 EXTREMALPRINZIPIEN UND CHARAKTERISIERUNG DER EIGENWERTE

R[f] > M1 (= wenn f Figenfunktion zu \; ist).

Falls das Spektrum ein reines Punktspektrum oder eine Mischung aus einem Punktspek-
trum fiir die tiefsten Eigenwerte mit anschliessendem kontinuierlichen Spektrum ist (zB.
Wasserstoffatom), so kénnen die hoheren diskreten Eigenwerte folgendermassen berech-
net werden:

A< A<

feg}}rim RUTT =2,

wobei uy die Eigenfunktion zu A1 ist. Die allgemeinere Berechnung lautet wie folgt:

min  R[f] = A,
feR,
fluiug,...,un—1

Hierfiir miissen uq, us, ..., u,_1 bekannt sein.

Konstruktion einer oberen Schranke fiir \,:

Wihle fi,..., fn, so dass sie in R linear unabhdngig sind, d. h. (f;, f;) = ;-

L, =L(f1,..-, [n)
f=a1fi+...+a,fn, €L,

AL X 6ot
Rlifl = (. f) X bjaiog

Es qgilt dass )
Qij :(Afz, fJ) — Matriz A
bij :(fz,f]) — MatmxB

Die obere Schranke fiir A, ergibt sich aus max R[f].
€Ln

=max R[f] = A\, > A\,

feln
aAa\
—>max<q~q> a=(a1,...,0p)
aBa
Das heisst also, dass det(A — AB) = 0. Daraus kinnen die stationdren Werte von %g

gefunden werden. Diese sind A < 5\2 < ... §~5\n- Es gilt A\, < An, wobei leicht gezeigt

werden kann, dass sogar gilt: Ay < A < A < A < ... <A\, < A\,
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5 LINEARE OPERATOREN, EIGENWERTPROBLEME

Monotoniesaitze

Satz 5.6. Sei R unverdndert. Verdndert man den Rayleigh-Quotionten R[f], so dass
Vf € R R[f] > R[f] grisser wird, dann werden alle Eigenwerte grésser, d.h. A\; <
)\lg)\2§)\2§§)\n§)\n

Satz 5.7. Sei nun R[f] unverdndert. Verdndert man die Klasse R der zugelassenen
Funktionen, so werden alle Eigenwerte grésser

5.5 Einige Eigenwerteprobleme der mathematischen Physik
5.5.1 Die schwingende Membran

Wir betrachten eine elastische Membran, welche am Rande gestiitzt sei. Wir bezeichnen
dann mit v(z,y,t) die vertikale Abweichung aus der Gleichgewichtslage der Membran im
Punkt (x,y) zur Zeit t (d.h v(z,y,t) = 2(t)).

£

o QOberfliche der Membran:

AM://G@/lev%—l—vgdxdy

o Annahme: |v,| < 1, |v,| < 1 (kleine Auslenkung), so dass das Problem linear wird
(somit gilt Superposition).

o Taylor-Entwicklung im ersten Term.:

/1

1
(1+ 5(1@ +0)) 4 .. .)dx dy
X (5.1)
=A

s / /G (grad(v))? dz dy,

wobei A der Flicheninhalt einer Ebene [ fG dz dy ist. Wir definieren dann

D(v) == / /G (grad(v))® dz dy.
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5.5 EINIGE EIGENWERTEPROBLEME DER MATHEMATISCHEN PHYSIK

D ist das Dirichlet-Integral (siche . Die Zunahme der Oberfliche ist also
1D(v).
2

e Der potentiellen Energie entspricht

U= //G w(z,v) (grad(v))? da dy, (5.2)

wobei p die Spannung ist und durch eine Konstante ausgedriickt werden kann.

1
T——//pvfdxdy
2J)Ja

p(z,y) ist die spezifische Masse pro Fliche, d.h. My = [[,, pdx dy (p hingt nicht
von t ab.)

e Kinetische Energie:

Bemerkung 5.5. Gdibe es noch eine dussere Kraft mit Druck f(z,y,t), dann hdtte
man in U noch einen Zusatzterm der Form

//G F(z,y, ) dz dy.

Die Lagrange-Funktion lautet £ =T — U — [dt& — § ([ dt&) = 0. Man benutzt nun
das Hamilton’schen Prinzip, d.h. find v so dass ¢ [ dt£ = 0. Daraus erhalten wir die
FEuler-Lagrange-Gleichung

pAv — poy = f.

1

Im Folgenden sei f = 0 und p = 1. Sind p und p konstant, dann gilt M—pz ~ <, mit der

Schallgeschwindigkeit c.

= Av—poy =0 aufG

Wir betrachten nun die eingespannte Membran, alsov = 0 auf 0G als Randbedingung
(d.h. v(z,y,t) =0 fir z,y € 0G). Es kionnte auch die freie Membran betrachtet werden,
dann miissten wir g—Z auf OG fizieren.

Man benutzt hierzu der Ansatz der Separation der Variablen:

U(ZL’,y7t) - U(ZE,y) ' g(t)
A .
= 2Y_9_ konstant = —\
pu g '
G+Ag=0— g~ e“" oder Acoswt + Bsinwt Wobei \? = w

Fiir den rdumlichen Anteil gilt:

Au+ dpu =0 u(z,y)|oc =0
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5 LINEARE OPERATOREN, EIGENWERTPROBLEME

Bemerkung 5.6.

e Hermitescher Operator: A = —%A

o Metrik: (f,9) = [,pfgdxdy (— Orthogonalititsbedingung) mit f,g = 0 auf
OG (fir reelle Funktionen ist die Auslenkung reell). Dann gilt (Af, f) reell oder

(Af,9) = (f, Ag).

Rayleigh-Quotient

(AL

B =5

[ (=Af) - fdx dy

R[f] = [T pfdc dy
S (grad(§))* dee dy

ffG pfrdz dy
_ D(f) _ potentielle Energie
[Jopf?dx dy  kinetische Energie

Das neue Variationsproblem ist nun Rlu| stationdr zu finden, wobei wir das Eigenwert-
problem Au+ Apu = 0 haben
= Ru] = A

Setze p(x,y) = konst =1 (homogene Membran,).

Beispiel 5.8. Rechteckige Membran

Au(z,y) + du(z,y) =0 inG
u(z,y) =0 in 0G
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5.5 EINIGE EIGENWERTEPROBLEME DER MATHEMATISCHEN PHYSIK

Separationsansatz: u(x,y) = X ()Y (y)

X"(2)Y (y) + X(2)Y"(y) + AX ()Y (y) = 0
X"(z)  Y"(y)

X(o) Y
X" () Y(y) B
X T v 0
—— ——

hdngt nur von x ab
X”(:L’) B
X(x)

hdngt nur von y ab

Y"'(y)
—p = konst ===,
Y(y)

wobei N = v + = w? eine physikalische Bedeutung hat.

X"+ pX =0 mit X(0) = X(a) =0 (5.3)

Y'+0vY =0 mitY(0)=Y(b) =0

(5.4)
Gleichungen (5.3) und (5.4) sind die Gleichungen der schwingenden Saite. Fiir
haben wir
m2n? . /mm .
fim = —5— mit X, (z) = sin <7x> bis auf Konstanten; m = 1,2,
a

Fir (5.4) gilt dann:

n?n?

72 mit Y, (y) = sin <Ey) bis auf Konstanten; n =1,2,....
a
Die Eigenwert sind somit

2 2
>\771,1"b:llJrr’L“‘l/7z:71'2 (m_+:2> m,n:1,2,....

Die Eigenfunktion ist bis auf Normierung wie folgt gegeben

Up =

U = X (7)Y (y) = sin <mx) - 8in <%y>

a
Fiir den ersten Figenwert erhalten wir nun

1 1
)\1:>\1,1:7T2 <?+b_2)

1 EF M 2 EF As
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5 LINEARE OPERATOREN, EIGENWERTPROBLEME

Im Fall a = b haben wir eine quadratische Membran. Sei nun a =0=m

A =m? + n?
= . .
U, = sin(ma) sin(ny)

- - -

Uy — Uyl ug:l i1 2

Also sind die Eigenwerte gegeben durch

)\1 :)\171 =2= dim(%,\zg) =1
)\271 :)\1’2 =5=MX = )\3 = dim(%,\:5) =2 (Entartung)
U.8.W.
Falls v(z,y,0) = f(x,y) und v(x,y,0) = q(z,y) gegeben sind, mit f,g = 0 auf G, so
qilt

v(z,y,t) = Z Up (2,Y) (ay, cos(wpt) + by sin(wnt)),

n=1
wobei w2 = \,.
= mm nm
= v(z,y,t) = Z ¢(mn) sin (—SL’) sin <7x> (@mn cOS(Wnt) + by, sin(wyt))
a
n,m=1

Falls up,, ein vollstindiges System ist mit [ Up mUn sy = Onns O (¢(n,m) ist s0 ge-
wdhlt das es auf 1 normiert ist), dann gilt

Anm = //G f(@,y)unm(z, y)dz dy,
bn,m = // q(x7y)un,m(xay)d$ dy
G

(Analog wie bei den Fourierreihen).

(5.5)

Beispiel 5.9. Kreisformige Membran; Besselfunktionen
Betrachte eine Kreisscheibe mit Radius R. Das Problem wird nun nach Polarkoordinaten
transformiert (u(r, ) anstelle u(zx,y)):

Au+ =0 inG
u =0 in 0G
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5.5 EINIGE EIGENWERTEPROBLEME DER MATHEMATISCHEN PHYSIK

Fiir Polarkoordinaten gilt also:

92 10 1 02
(w ot _%> ur o)+ Aulr o) =0

mit u(R, ¢) =0

Man benutzt wieder den Separationsansatz: u(r,¢) = U(r)V(¢), wobei u(r,¢) in ¢ 27-
periodisch sein muss (d.h u(r,¢ + 27) = u(r,¢)). Somit muss auch V(¢ + 2m) = V(¢)
erfillt sein. Also haben wir dass V(¢) ~ acosme + bsinme oder ~ e™® wobei m
ganzzahlig ist.

( 2 10 1

w + ;E + ﬁ(_m2)> U(T)V(gb) + )\U(T)V(gb) =0

FEs folgt die Gleichung fir U(r):

U"(r)+ %U’(r) + (A — ﬂZ)U(r) =0 mitU(R)=0

r2

Setze U(r) = J(VAr) ein, dann erfillt J die Bessel DGL

m2

3(@) + —3(2) + (1 = —5)3(2) = 0.

Diese Gleichung hat zwei linear unabhdngige Losungen. Wir suchen jedoch eine Ldsung,
die reguldr fir x =0 (bzw. v =0) ist. Ein Potenzreihenansatz ergibt die Besselfunktion
Jm als requlire Lésung:

)= (5)" Sy (3)°

Die reellen Losungen, die auch die Randbedingungen erfillen, sind dann von der Form

u(r, @) :fjm(\w/r) (a cos(me) + bsin(me))

=Jm(wr)acos(m(op — ¢o)),

wobei J(wR) = 0 sein muss. Also sind die mdglichen Schwingungsfrequenzen von der
Form w = %, wobei x; die positiven Nullstellen der Besselfunktion J,, sind. J, hat
unendlich viele positive Nullstellen x,,1 < 2 < .... Die kleinsten Nullstellen, die den
tiefsten Schwingungsfrequenzen entsprechen, sind ungefihr:
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5 LINEARE OPERATOREN, EIGENWERTPROBLEME

10

w(),l = 24/R w11 = 38/R

To,1 = 24, T11 = 3.8 To21 = 5.1 Zo,2 = 5.5 T1,2 = 7.0.

Entsprechende Eigenschwingungen sind tmy, = Jm(Tnmp). Die tiefste Eigenfunktion
hat immer einheitliche Vorzeichen!

5.5.2 Die Schrodingergleichung (zeitunabhangig)
Die zeitunabhdngige Schridingergleichung ist gegeben als:

A¢+2?m(E—V(x,y,z))gb:0

E ist der Energie-Eigenwert und V (x,y,z) ist das Potential. Weiter gilt fir die Rand-
bedingungen: ¢(o0) = 0 auf G = R3.

Setzen wir 2 E = X\, 22V (z,y,2) = w(z,y, 2) und ¢ :=u

= Au+ (A —w(x,y,2)u=0
Dies ist die Fuler DGL des folgenden Rayleigh-Prinzips, mit dem Rayleigh-Quotienten

ol = D(u) + [[[w(z,y, 2)|ul*d*x
S VT

d*x ist das Volumenelement und D(u) = [[[ |grad(u)|*d*z. Wir definieren nun den
Operator A als

A=—-A+w(x,y,z) dann Ak = Iu
Metrik: (f,9) :// fod3x

(0 = [[ [ 1
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5.5.3 Die Knickung eines Reaktors

Es sei U(w,y,2,t) die Anzahl Teilchen pro cm?. Fiir die Diffusion gilt dasselbe wie bei
der Wirmeleitung U, = a®>AU. Wir betrachten nun der Fall einer Kettenreaktion im
Reaktor:

U, = a®AU + BU, >0
Zur Zeit t gibt es Ud*x Teilchen im Volumen d®z und im Zeitintervall dt werden B(Ud?z) dt
Teilchen erzeugt. Dies ergibt folgende Gleichung:
Ut +dt) — U(t) =a*AUdt + BU dt
— Uy =a®AU + pU

Fiir die Randbedingungen gilt z.B. U = 0 auf 0G. Man benutzt nun wiederum der Ansatz
der Separation der Variablen

U(x,y,z,t) = u(xvyvz)f(t)
(e, ,2)f(t) =a*(Bu)(t) + Puf

A
= § — = aQ—U = konstant = —a’\
N—— S——

héngt nur von t ab héangt nur von x,y,z ab

1. Raumproblem:
Au+ =0 mitu=0 auf G (wie dreidimensionale Membran)

Der Operator gegeben als A = —A. Die Metrik ist definiert durch (f, g) = fffG fad3z.
Fiir die Figenwerte gilt \y < Ay < .... Der Rayleigh-Quotient ist dann

[ (grad ()
Rl = T P

(5.6)

Die Figenfunktionen sind uy, us, . . .

2. Zeitproblem

B
o R
)

G

falt) = CelPmemt

Bemerkung 5.7. In der Methode der Separation der Variablen (Separationsan-
satz) werden die Eigenwerte immer durch das Raumproblem bestimmit!
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5 LINEARE OPERATOREN, EIGENWERTPROBLEME

Ulx,y,z,t) = Z CreP= )by (2 g, 2) (5.8)
n=1

cn ist gegeben durch U(z,y,z,t =0) = g(z,y,z) — Fouriertransformation

Fiir dieses Problem qilt B > 0 und A\, > 0, dies ist wesentlich fiir die Konvergenz
(B — a®)\,) < 0. Hitte man diese Beschrinkung nicht, so wiirde e* divergieren. Es gilt
somit dass 5 < Ay, da A\ < Ay < .... Dies gilt fiir alle Eigenwerte.

[w

p>
o 5 <\ = Ul(z,y, 2,t) =0 firt — oo
o 5>\ = Ulz,y, z,t) = oo fiirt — oo
° a% = A\ Entspricht dem kritischen Fall

Da gilt, dass dim[\,] = #, spricht man von kritischen Dimensionen.

Beispiel 5.10. Fulls G eine Kugel mit Radius R ist, so ist

U = S £E) A\ = % (u1(R) = 0 Randbedingung)

ma
eritisch = ﬁ

Beispiel 5.11. Wir betrachten nun das Beispiel eines sphdrischen Reaktors aus Beryl-
lium und Uran-235, mit einem atomaren Verhdltnis 10* zu 1 bei Raumtemperatur. Man
erhilt \y = 3.8 x1073em™2 (d.h aus Diffusion, Wirkungsquerschnitt, etc.). Daraus ergibt
. . 4 .
sich R = = womit das Volumen nun TR = Sig/g = %cm?’ =5.5-10%cm® ~ 1m? ist,

oder R = 51cm.

Bemerkung 5.8. zum Rayleigh-Quotient:

_ DN+ [[JgulfPdPe

R['LL] = > )\1

I 1fPdz =

e Die Funktion welche R[f] minimiert, ist die erste Eigenfunktion.

o Wenn eine Funktion den Rayleigh-Quotient minimiert, dann hat sie ein konstantes
Argument; sie kann als also reell und grisser als Null (in G) angenommen werden.

e O(|f]) < D(f) und D(|f|) = D(f) wenn das argument f konstant ist (ohne Be-
weis). Also ist R(|f|) < R(f). Folglich hat die Minimalfunktin ein konstantes
Argument.
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e Man kann zeigen, dass eine Eigenfunktion u welche tiberall positiv (oder negativ)
und reell ist, die erste Eigenfunktion ist und die R[f] minimiert. Also gilt

o u Figenfunktion
Rlu] = minimal < , _
w ist reell und >0 (oder das Argument ist konstant)
5.6 Stérungsrechnung

Betrachten wir den Fall von mehrfachen Eigenwerten, in R, mit Au = \Ou, wobei A
der ungestorte (Hermite’sche) Operator ist.
Voraussetzung: Wir kennen alle Figenwerte und Figenfunktionen von A.

A it FEigenraum: Ryw); dimRyo) > 1.

Sei B ein weiterer Hermaite’scher Operator. Dann konnen wir ein neues Problem mit
einem gestorten Operator A+ eB formulieren. € sei klein und reell.

= (A+eB)a =\

Gesucht ist nun die Niherung fir die \© und die zugehorigen Eigenfunktionen.

Physikalische Beispiele sind

o Zeeman-Effekt (schwaches Magnetfeld)
o Stark-Effekt (schwaches elektrisches Feld)

o Feinstrukturen (Korrekturen bei Spin und Relativitit)

Wesentlich: im Allgemeinen werden entartete Eigenwerte durch die Storungen in meh-
rere Niveaus aufgespalten. Sei N ein Eigenwert von A mit der Vielfachheit n (n =
dimR,) ). Wihle:

Rl =L(f1, s fn)

Hier sei f; orthonormiert und Eigenfunktion von A zum Eigenvektor A9, d.h. also

Af; = O f;.

Induzierte Matriz in R\, :

aij = ((A+eB)fi, ;) = (Afi, f;) +e(Bfs, f5)
A0)§,;
————
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Diagonalisiere die Matriz a;;, d.h da a;; = /\(O)Lj + ebsj, wird auch die Matriz b;; diago-
nalisiert — b;0;; und somit

A — 2O 5, 5.9
1 J

Also gibt es n Figenwerte, welche die obere Schranke nur fir den tiefsten Figenwert ange-
ben, ansonsten bentitzt man Ndherungswerte. Man erhdlt dann auch die Figenfunktionen
als Linearkombinationen von 2?21 a;ifi = @;, welche die Matriz b;; diagonalisieren. o
sei so gewdhlt, dass (¢i, ¢;) = 0;5. Fir e — 0 geht )\Z(»e) — X0, die Eigenfunktion sei ge-
geben, jedoch nicht notwendigerweise nach f; (jedoch ist die Basis in RY(,, frei wihlbar,
also nicht eindeutig).

Ein Spezialfall eines einfachen Eigenwertes A von A (d.h u = 1) ist gegeben durch

Au =\  Stérung eB
((A+ eB)u,u)

A9 <
P (wu)

= A9 ¢ ¢(Bu,u)

((u,u) =1 Normiert)

= obere Schranke fiir A{.
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6 Kugelfunktionen
Betrachte die Kugelkoordinaten:
x=71-sinf - cos ¢

y=r-sinf-sing

z=r"-cost
Trennung der Variablen in Kugelkoordinaten im Raum (Produktansatz):

u(r,0,0) = f(r)Y(0,9)

6.0.1 Laplace-Gleichung

Wir suchen im Folgenden Liosungen der Laplace-Gleichung Au = 0 mittels dem obigen
Produktansatz:

0=Au

_ig 2@ + 1 Q(S 9@)4_—1 @
“zar \" or r?sing 00 M50 r2sin29(9gz521

:T% A(U) (Sphdrischer Teil)
~——

:AS2

v (0.0 50y + Ay =0

1 0 0 1 9?
A= — | sin(0) = ——
sin(9) 90 (Sm( >ae) Tz 04
A ist ein linearer Differentialoperator und somit erhalten wir

(r2f) _ —AY)
f Y
Die Radiale Gleichung lautet nun

= Konstante = p.

(r*f"Y — uf = 0+ Randbedingung,
und die Sphdrische Gleichung

AY(0,9)) + 1Y (0,¢) =0,

mit den Bedingungen:

Periodizitit in ¢ : Y (0,0 +21) =Y (0, ¢)
Regularitit in 0 =0 und 6 = 7.
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Sparisches Eigenwert-Problem: fiir welche p existiert eine Losung ungleich Null? Die
Figenfunktionen heissen Kugelfunktionen.

6.0.2 Schrodingergleichung
Wir betrachten die Schridingergleichung gegeben als

Au+ (A —w)u=0. (6.1)

Falls w = w(r), also unabhdingig von 0,¢ (z.B das Coulombpotential), dann ergibt eine
Trennung der Variablen u(r,0,¢) = f(r)Y (0, ¢):

)2 ey — ALY (0 9)]

Die radiale Gleichung ist (r*f')' + r*(A\ — w(r))f — pf = 0 mit Randbedingungen. \ ist
ein physikalischer Eigenwert: das Energie-Niveau. p ist ein Separationseigenwert. Die
sphdrische Gleichung ist wie oben, woraus folgt, dass das sphdrische Problem genau das-
selbe 1st.

= p = konstant (6.2)

Um Lésungen des Eigenwertproblems A(Y (0, ¢)) + pY (6, ¢) zu finden, separieren wir
nochmals die Variablen nach Eigenfunktionen der Form Y (0,¢) = P(cosO)V (¢). Es ist
zweckmdssig die Variable © = cos@ € [—1,1] einzufihren. Da % = —sin 9% qilt, ldsst
sich das Eigenwertproblem wie folgt umschreiben.:

d d 1 2V (¢)

— |1 —-2*)—P V P = —uP(x)V
& |- gre|verr Zaro S - —arove
Wird diese Gleichung mit (1;5) multipliziert, sind die Variablen separierbar. Man setze
d*V (¢) 1 9
. = —m* (m konstant),
&V ( )

dann erfillt V die Gleichung V" +m?*V =0 ( = a%) und P die
Legendre-Differentialgleichung

d d m?

|- rw)] s T pe —o

Die Lésung der Differentialgleichung fiir V sind Linearkombinationen von V (¢) = e=m?®
fiirm # 0 und V(¢) =1 firm =0 (oder auch V(¢) = ¢). Da 'Y (0, ¢) stetig auf S* sein
sollte, muss m eine ganze Zahl sein und die Losung V(¢) = ¢ ist somit ausgeschlossen
(Periodizititsbedingung V(¢ + 2m) = V(¢) ). Fir m = 0 hdngen die Losungen nicht von
¢ ab d.-h Y (0,¢) = P(cosf) und erfillt die DGL

Ta-apr@] s arw o
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Betrachte nun den Differentialoperator L := % [(1 — xz)%]. L ist ein Hermite’'scher

Operator mit (u,v) = fjl uv dx:

=(u, Lv)

Die Randbedingungen verschwinden jeweils; (Regularitit in @ = 0,mx = £1) Da L
Hermite’sch ist, folgt dass die Eigenwerte u reell sind. Die Legendre-Polynome P,
sind Eigenvektoren von L zu den Eigenwerten py =11+ 1) 1=0,1,...

1. Radiale Gleichung

(r*f) —nf=0
Ansatz: f ocr®
=sa(a+ 1)r* —ur® =0
=Vr also ala+1)=pu

Bemerkung 6.1. Fulls weitere Terme (z.B Schridingergleichung) vorkommen:

(AN —w(v)) f — Mrot? — e2pett (6.3)

Das dndert nichts, da obiges fiir jede Ordnung gelten muss.

Die Regularitdt fir V — 0 erfordert a > 0.

2. Fira=1,dhp=11+1)1=0,1,...:

Falls 1 auch anderer Werte anndhme, wirden alle Losungen der Legendre-DGL an
mindestens einem der singuldren Punkte x = £1 divergieren. Das ist aber wegen
der Regularititsbedingung ausgeschlossen, folglich ist | =0,1,.. ..

und@ erkliren also, weshalb p = 1(1+ 1) mit 1 =0,1,.... Mit diesen Werten erfillen
sie die Legendre-Differentialgleichung

99



6 KUGELFUNKTIONEN

d o d
& o=t pw v 0+ R =0
1 d ., }
l(x)_ﬁ@(x —1)" 1=0,1,
P, ist ein Polynom [-ten Grades.
P(1)=1 VI
! 2
P(x)Py(x)dx = O
| R@R @i = g

Die orthonormierten Polynome /2241 Py(z) bilden also eine Basis von L*([—1,1]) und

Py(z) =1; Pi(x) =x; Py(z) = %(3%2 —1);...

Wir ersetzten nun x = cosf. Die Metrik sei gegeben durch

1 o 0=m
(f,9) Z/_ f(x)g(z)de = f(cosB)g(cos ) sin d6.

1 0=0

Im allgemeinen ist f(x) = f(cosf) = f(0), wobei 0 < 0 < 7 und es gilt dass

> 20+ 1
f(0) = lz; a;P(cos ) —
O=m
a=1 0)P©) 2L sinpa.
0=0

Die assoziierten Legendre-Funktionen sind durch die Rodrigues-Formel gegeben:

m/2 dr

Buaw) =(1— 222 (2
(1 _ x2)m/2 dl—l—m ) l
BT FETIC

Sie sind fir m = 0,1,...,1 definiert (fir m > | verschwindet dieser Ausdruck). Die
assoziierten Legendre-Funktionen P, ,, erfillen die Legendre-DGL

< (1—x2)iPz,m + l(l+1)—1T—22 P =0 (6.4)
da dx (1—2?)

Beweis. Differenziert man obige DGL m-mal,
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AT py 2L P £ 1+ 1) B() = 0
dom [T gt T AT =R

so sieht man, dass das Polynom

Rin(w) = S Pa)

vom Grad [ — m die Differentialgleichung

2

e (@) + (U4 1) — m(m + 1) R(z) = 0

(1-2%) e

Rym(z) = 2(m + 1)z
erfiillt. Daraus folgt nach einer einfachen Rechnung, dass

am

Pin(@) = (1= 2%)"2Rypn(x) = (1 = 2*)"2 2 Pi(a)
die Legendre-DGL (6.4)) erfiillt. =

Fir alle m=0,1,2,...,m <U1,lI' € Z gilt:

! ((+m)! 2
[ P Pun(e) = (o s

(Ohne Beweis). Die Funktionen P,,(cos0)e*™? mit | = 0,1,...; m =0,1,2,... seien
also Eigenfunktionen von A zum Eigenwert (I + 1). Wir normieren sie so, dass sie
beziiglich des Skalarproduktes

= ds) = 0déd
(f,9) Sng / / £(0,6)9(0, 6) sin )

orthonormiert sind. Wir setzten fiir m =0, .

2l + 1 l —m)!
Yim (0, \/_ \/ 3 P, (cosf)e ime

wobei Py, () die assoziierte Legendre-Funktionen sind. Der Faktor (—1)™ ist Konven-
tion. Die Eigenfunktionen mit dem negativen Vorzeichen im Fxponenten werden bis auf
die Normierung als Y, _,, mit m =1,...,1 definiert:

20+1 (I —m)!
Y _ P, me
—m(0, ¢ \/_\/ H—m) ) m(cosB)e”

Mit dieser Konvention gilt Y, (0, ¢) = (—=1)"Y, _n (0, ¢) fir allem € {—1,...,0,...,1}.
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6 KUGELFUNKTIONEN

Die Ortogonalitdtsrelation ist

/ Yi,m(e, ¢)Y2/7m/(6‘, ¢) sin 0d9d¢ = 5171/5m7m/. (65)
52

Die Kugelfiachenfunktionen Y),,, mit { =0,1,... und m = —l,—l+1,...,1 bilden eine
orthonormierte Basis des Hilbertraums L?(S?), bestehend aus Eigenvektoren (Eigenfunk-
tionen) von A.

Beispiel 6.1.

3 3
Yio=y\/-—cosl = 2z
47 T
3 .
Yii=—1/—sinfe? = STt
T 8t 1
Man kann zeigen, dass r'Y;,,(0,¢), m = —I,...,l eine Basis des Vektorraums der Poly-

nome 18t:

a,b_c
w(@,y,2) = Y faper™y’2,
a+b+c=l

mit komplezen Koeffizienten uqyp., die die Laplace-Gleichung Au = 0 erfillen. Solche
Polynome heissen homogene, harmonische Polynome vom Grad .

Die radiale Gleichung der Laplace-Gleichung Au =0 mit uw = f(r)Y (6, ¢) ist
(rf) =1ll+1)f =0.

Der Ansatz f ~ r® ergibt
ala+1)r* =11+ 1D)r* =0

und muss fir alle v erfillt sein, folglich ist
ala+1)=11+1), (6.6)
d.h. a =1 oder o« = -l —1.
o falls requlir fiir r — 0: r!

o falls “regulir” fir r — oo: r="=1 (= 0 fir r — oco)
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Auch r=71Y,,,(0, ¢) sind harmonische Funktionen. D.h. also fiir v in der “Nihe” des
Nullpunktes:

0o l

TQQb chlm’r}/lm )

=0 m=-—I

Dagegen gilt fiir r in der Umgebung von oo:

u(r,0,¢) = Zchmr ’lmﬁgb)

=0 m=-—I

Die Koeffizienten sind durch die Randbedingungen festgelegt. Setzt man r = R ein und
verwendet, dass die Kugelfunktionen eine orthonormierte Basis bilden, so erhdlt man

(in dem z.B. u(R,0,¢9) = f(0,¢)) als Randbedingung festgelegt ist):

_Rp / / (6, 8)Yim(8, &) sin 8d6dd

c0—2m,0:0—m)

Analog ¢, —Rl“/ / £(6,0)Y1m(6, ¢) sin 0dOde

Anwendung: Elektrostatik im Inneren einer leeren Kugel

Au=0 fir |z|<R
u(x) = f(x) fir [z =
u(R,0,¢) = f(0,¢) fir r <R.

Die Losung ist dann

u(r,0,¢) = Zcherlm o)

=0 m=-1

T 2
wobei ¢ = R / / f(0,0)Y,.(0,6) sin 0dOd .
0 0

(Analog fiir das Aussere der Kugel mit u(R,0,¢) = f(0,¢) firr = R)
Betrachte die elektrische Ladung (Einheitsladung) im Punkt © = 0,y = 0,z = 1. Das
Coulomb-Potential in A ist dann %, wobei 7' = /1412 —2rcosf also ist u(r,0,p) =

m (u erfillt Au = 0 Poissongleichung).
Da das Potential nicht von ¢ abhdngt, gilt

1
V14712 —=2rcosf

u(r, 0, ¢) =
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6 KUGELFUNKTIONEN

Anderseits ist eine allgemeine Losung von Au = 0, wobei u nicht von ¢ abhdngt:

o0

u(r,0) = Z [Air' P(cos 0) + Bir ="V Py(cos )] (6.7)
1=0
(wobei Faktoren wie 2w, 21 + 1 in A;, B, beriicksichtigt sind). Es wird zwischen zwei
Fdllen unterschieden:

1. r<1:

Setzte § = 0 dann ist u(r,0) = == = 1+ r 41>+ .... Anderseits ist P,(1) = 1.

Folglich wird durch Vergleich mait ( . ) ersichtlich, dass Ay =1Vl und B; = 0:

8

1 I
1—7r

u(r,0) =
1=0
1

= somit ist u(r,0) = N 5 = g ' Py(cos )
+ 74— 2rcos
1=

2.r>1:
Man gehe analog vor:

1 1 1 1 1
0=0; ur,§) = — = ol Le

Der Vergleich mit (6.7) ergibt, dass Ay =0, B; =1, somit ist

1
——P(cos 0).

u(r, 0
(r,0) = \/1+T2—2T0089 ZX:T

Bemerkung 6.2. m heisst auch die erzeugende Funktion der Legendre-

Polynome.
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7 Distributionane (verallgemeinerte Funktionen)

7.1 Motivation

Das elektrostatische Potential w, das von einer Ladung p erzeugt wird, ist Losung der
Poisson-Gleichung

Au(z) = —4mp(x) x €R. (7.1)

Die totale Ladung ist Q = [ d*zp(x). Eine Punktladung e im Ursprung wird nach Dirac
mit einer “Funktion” p = ed(x) beschrieben, wobei 6(x) = 0 fir x # 0 und [ 6(x) = 1.
FEine Liosung von (7.1)) ist dann das Coulombpotential

Tatsiichlich ist A = 0 fir x 7 0. Fiir alle R(= |z|) > 0 gilt:

/ A By :/ div (gmd(i)) d*x
e |7 |z|<R |z
—/ grad (i) -n dQ(x)
|z|=R ’1:‘

3
= | e
l2|=R > |
e

=— — dQ(x)
R? =g
=— %ZMRQ = —4me.

_,
T

wobet 11 =
x|

der nach aussen weisende Normalvektor der Lange 1 ist.

7.2 Grundidee

“Testfunktionen”: F heisst Testfunktion wenn
1. F(x) reell und fiir alle reellen z definiert;
2. F(x) ist co-oft differenzierbar VY,

3.¥n>0 F(x), F'l(z), F'(x),... = O(|z|™™) mit x — o0

Beispiel 7.1. Die Gauss’sche Fehlerfunktion f(x) = e~ ist eine Testfunktion.
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7 DISTRIBUTIONANE (VERALLGEMEINERTE FUNKTIONEN)

Beispiel 7.2. Die Funktion
1

ist keine Testfunktion, da die Abklingbedingung nicht erfillt ist.

Definition 7.1. Fine Distribution ist ein lineares, stetiges Funktional, welches
fir alle Testfunktionen definiert ist. Ist F(x) eine Testfunktion, so ist — < T, F(x) >
eine reelle Zahl. T stellt dabei die Distribution dar.

(T, a1 Fi () + asFy(2)) = ag (T, Fi(x)) + ao (T, Fo(x))  Linearitdt

7.3 Dirac’sche Distribution

Das Dirac’sche Mass oder die Dirac’sche Distribution ist keine Funktion im tblichen

Sinn: 6 oder 6(x). Sie ist definiert durch:

(0(x), F(z)) = F(0),
wobei F(x) eine Testfunktion ist. Man schreibt auch oft

Ké&@F@Mx:F@)

[:5@Mx—L

d.h. 6(x) = 0 fiir x # 0. Die §-Distribution kann angendhert werden durch Folgen von
Funktionen:

Insbesondere gilt

0, < —%
_ 1 1
On(z) = n, —5- <T< 5
0, > —%

b () =—eap(—m” - %)

n 1
on(z) =2 —
(z) w14 4222
5.(x) _sinnz_n /” it gy
T )

Fiir den Limes der Folge 0, erhdlt man

5, 0@) =

{O fur x #0

oo fiir x =0
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7.3 DIRAC’SCHE DISTRIBUTION

Man hat jedoch fiirn =0,1,...:
/ Op(x)dr =1

o0

Es gelten auch folgende Grenzwerte:

[e.9]

lim on(z) f(x)dz = f(0)

n—oo [ _ o

Also kann man auch die 6(x) auffassen als

o0

/_oo §(x)f(z)dx = lim 5,(x) f(2)dz = £(0).

n—oo [ o

(kein Riemann-Integral)

7.3.1 Operationen auf Distributionen
Summe von zwei Distributionen:

Seien Ty, Ty Distributionen und F(z) eine Testfunktion
(T + T3, F(2)) = (T1, F(2)) + (Tz, F(2))

Multiplikation einer Distribution mit einer Funktion f(z):

F(x): Testfunktion = f(x)F(x) Testfunktion

(f(2)T, F(x)) = (T, f(x)F(x))
Beispiel 7.3. Dirac 6: f(x)d(x) (statt nur §(x))

/_ " f(@)8(a) - gla)dz = F(0) - 9(0).

Achtung:

Das Produkt zweier Distributionen hat im Allgemeinen keinen Sinn: Ty - Ty ist nicht
definiert.

Translation einer Distribution:

(T'(x =), F(z)) = (T'(x), F(z + b))
zum Beispiel
/ (e — by F(x)d = /_ " (@) + b)dz = F(b)
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7 DISTRIBUTIONANE (VERALLGEMEINERTE FUNKTIONEN)

wobet die Substitution der Variablen y = x — b, dy = dx benutzt wurde.

Variablentransformation:
2.B. §(ax) oder 6(g(z))
1.

/OO d(ax)F(z)dx = / iy
/ 5(y HA0

also gilt: 6(ax) = L4(x)

o)=Y 20 s0) £ 0)

/OOF( dx—Z/ 5((z — a)g'(a)) da

— 00 TV
Taylorentwicklung

1
Ig’(a)\

F(a)
= Z l9'(a)]

6(z—a
d.h. also 6(9(x)) = D_, 4(a)=0.9' ()20 W.

y = (zr—a)g(a), dy=g'(a)dr dx=

L

vl F @

-~

Ableitung einer Distribution:

T sei eine Distribution und T" thre Ableitung. Die Ableitung ist folgendermassen defi-
niert:

Definition 7.2.
(T, F(z)) = = (T, F'(z))
/ T'(z)F(z)dx = —/ T(x)F'(z)dx

o0

(T" = (T, F") usw.)
Also gilt fiir 0'(x):

/_ " (@) F2)de = — /_ " 8(2) () ds = —F'(0)

inf
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7.3 DIRAC’SCHE DISTRIBUTION

Analog gilt ¢"(z) — F"(0); 6" (x) — —F"(0), ...

Beispiel 7.4.

H(z) : Heaviside-Funktion

H(x) 1 firxz > 0,
€T) =
0 fiir x < 0.

Diese Funktion ist weder differenzierbar, noch ist sie stetig. H(x) ist auch eine Distri-
bution

< H,F(z) >= / H(z)F(z)dx = / F(x)dxz 3 fiir alle Testfunktionen.
—00 0

Klassisch ezistiert H'(x) nicht in x = 0. Als Distribution aufgefasst gilt

< H' F(zr) >=— < H,F'(z) > (7.2)
= —/0 F(z)dz = —F(x)|g (7.3)
=F(0) (da f(o0) = 0) (7.4)

Also ist H'(x) = 0(x). Die Ableitung einer Distribution ist also wieder eine Distribution.

Fouriertransformation der -Distribution:

d(k) = / S(z)e *dy =1
mit x = (x1,...,2,) und d(x) =0(x1)d(z2)...5(x3)

wmverse Fouriertransformation:

i3 ) = 1 e—ika:
@) = gy [ F0e

1 / e
le "™ dk = 6(x
(2m)" Jgn (@)

d.h. also auch: / e *rdy = (2m)"5(k)

n

1 .
Riicktransformation —/ (2m)"5(k)e* ™ dk = 1
(2m)" Jgn

7.3.2 Delta-Distribution dargestellt durch Orthogonalreihen

Betrachte die orthonormierte Funktion ¢, (x) mit
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7 DISTRIBUTIONANE (VERALLGEMEINERTE FUNKTIONEN)

/ Ou(2) ()l = By
S —1) =3 an(t)pnl(a)

da a (1) = / 5z — )b (2)dz = bm()

Es folgt “formal”
6@ —1) = 3 6u(t)on(z) = 6(t — 2),
n=0

diese Reihe ist sicher nicht konvergent. Betrachte z.B

Flt) = Z aphy(t)
/abF(t)d(x — t)dt = F(x)
e /ab app(t) D bu(t)du(x)dt
N /ab Zp: ap Zn: ()b (£) b (t)dt

S 0> o) (da [ o, 000n(00dt = 5.,)

Delta-Funktion in spharischen Koordinaten:
(Ohne Beweis) Es gilt: 7 € R3, r = ||
1

o(ri — 12) 255(7"1 —12)d(cos By — cos 02)0(d1 — &)
[e%S) l
:7125(7“1 —T32) Z Z Yim (01, $1)Yim (02, ¢2)
=0 m=—I

(Siehe Arfken p.s 516)
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8 Elliptische Differentialgleichungen, die Green’sche
Funktion

Klassifikation der linearen, partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung: (Gleichungen
mit konstanten Koeffizienten in x und t)

aty + 2bugy + Clpeguy, + huy + ku = f(x,t)

ac—b* >0 DGL von elliptischen Typus
ac— b =0 DGL von parabolischen Typus
ac—b* <0 DGL von hyperbolischen Typus

Bei variablen Koeffizienten a(x,t),b(x,t),..., ist es moglich, dass die DGL auf einem
Gebiet (im (z,t) Raum) elliptisch ist, auf einem anderen hyperbolisch oder parabolisch.

Die Normalform der obigen Differentialgleichungen ist gegeben durch (a # 0 und
c#0):

Uge + Uy + ku = f(x,t) elliptisch

{ Ugg — Ugt + ku :f(xv

t
- ) hyperbolisch
oder u, + ku =f(z,1t)

e Wenna=0 oder c =0, so folgt ac — b*> < 0; also ist die DGL vom hyperbolischen
oder parabolischen Typus.

o Giltb=0 und a =0, so is die DGL uy, + huy + ku = f(x,t) parabolisch.

Beispiel 8.1.

o hyperbolischer Typus: Uz, — uy = 0 - Wellengleichung
e clliptischer Typus: Au = 0 - Laplace-Gleichung (Elektrostatik)

e parabolischer Typus: u; — Uz, = 0 - Warmeleitung oder Diffusionsgleichung.

8.1 Fundamentallosungen fiir den Laplace-Operator

Wir betrachten die Poissongleichung mit der Dimension n > 2:

Au(z) = f(x), v €R"” (8.1)
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8 ELLIPTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, DIE GREEN’SCHE FUNKTION

Die Funktion f(x) ist vorgegeben, und es wird eine Funktion u € C*(R™) gesucht, mit
u(z) = 0 fiir |x| — oo. Dies ist ein inhomogenes Problem, das homogene ist Au = 0.

Definition 8.1. Eine Fundamentallosung fiir einen Differentialoperator

L= Z o, 0°
a€N? |a|<N
mit konstanten Koeffizienten a, ist eine Distribution E, die die Gleichung LE = ¢
erfillt.

In unserem Fuall gilt AE = 6. Ist E eine Fundamentallosung fiir A, so ist

u=FExf

eine Losung von (B.1)). ““ist eine Faltung, d.h.: u(z) = [g. E(x —y)f(y)dy mit (x,y €
R™). Also ist

Azu(z) = . A E(x —y) fy)dy (82)
3(z—y)

:/5(55 —y)f(y)dy (8.3)

=f(z) (8.4)

Wir suchen nun eine Losung von AE = §. Als Ansatz wihlen wir E(z) = ®(|x|), wobei
O firr # 0 (r = |z|) eine C*-Funktion von r = |x| ist. Fiir r # 0 erwarten wir, dass
AP =0, also

0? u—10
7 5 o0
or? (r) + r  Or 0

FEine Losung ist

B(z) = {cnr_’”r2 n>2 (.5)

coIlnr n=2

Die Konstanten ¢, sind noch zu bestimmen. Dazu brauchen wir noch die Green’sche
Identitdt.

Lemma 8.1. Sei D ein beschrdnktes Gebiet in R™ mit glattem Rand 0D und nach
aussen weisenden Einheitsvektoren n(z), x € dD. Fir alle u,v € C*(DUAD) gilt dann

du ov
/D(Au ‘v —u- Av)dr = /8D (%v - u%) dQ(x),
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8.1 FUNDAMENTALLOSUNGEN FUR DEN LAPLACE-OPERATOR

wobei 2 =3" = ni(x)a%i die Ableitung in normaler Richtung bezeichnet, und dQ(x)
das Oberflichenmass auf 0D ist.

Beweis. Nach dem Gauss’schen Divergenzsatz gilt:

/Audx—/ @ ds?
op YU,

—Vu ‘n

Damit haben wir, dass

/ (Auv — uAv)dz
D
B i/ 0 (Ou S Jv s
= Z/ ni( Y —u Ov
oD ' axz 61'2 ‘

Betrachte die Testfunktion ¢(z) auf R" = D:

B 96 O
[ dlahdods - /Rnégwx / (CD% - %n) dQ

Green’sche Identitdt =4

= | bode = ¢(0),
-

wobei gilt, dass 0D = OR™; aber fir |x| — oo verschwindet die Funktion ® und die
Testfunktion ¢ wie auch deren Ableitungen. Folglich ist das Obflichenintegral Null.
Andererseits kann man [y, ¢(|z|)A¢ dx auch folgendermassen schreiben:

lim O(|z])A¢ dx (8.6)

Booo Je<|z|<R

Das Gebiet D sei wie folgt gegeben:

Z;
||

Betrachte nun A® = 0, auf D definiert. Wir wenden wiederum die Green’sche Identitdit
auf an. Der erste Term verschwindent, da A¢ = 0 ist auf D. Somit haben wir fir

die Gleichung :

D={zeR"|e<|z| <R} u; =+ (8.7)
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8 ELLIPTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, DIE GREEN’SCHE FUNKTION

lim O(|z|)A¢ dx

36320 e<|z|<R

lim ((I)% — qﬁaq)) dQ)(z).
520 Jop on on

Der Limes fiir R — oo kann ausgefiihrt werden (wie oben). Da % und ¢ fir |z| — 0
(und ¢ ist Testfunktion) schneller als jedes Polynom gegen Null streben, bekommen wir
einen Beitrag von der Komponente {|x| = R} von 0D. Also ist nun

lim O(|x|)Agpdx
nao Je<lz|<R

0o 0P
li O —d) — —dQ ).
61_{% (/x|=e on |z|=€ ¢an >
Bemerkung 8.1. Die Oberfiliche der (n — 1)-dimensionalen Sphdre vom Radius € ist

gegeben durch
/ dQ) = " tgnh
|z|=€

Fir den ersten Term aus (8.8|) gilt durch Abschdtzung

29 | 0¢ e
‘/|x @(x)—dQ‘ = ‘CI)(E) /m| andQ' < |®(e)| |9l - konst - "
[¢llo, = sup Z

T

TzeR™ awz ZIZ’
1
Y(€) = cpe "2 oder c;In e
Also — konst ||¢||oa - c1 - € firn > 2
| konst ||@llor - ca-elne  firn =2

— 0 fire—0
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8.1 FUNDAMENTALLOSUNGEN FUR DEN LAPLACE-OPERATOR

Der erste Term liefert also keinen Beitrag. Fir den zweiten Term gilt:

10lz| _ 9% ;

Ox; — Olz| |x|

/—/\“
0P(|z|) x?
on ~~ ZZ:|x| (9@ (I1) — |z]?
erichiet ——

= ~/(|a]) = 1

Somit 1st

= lim @’ (e) ¢ dQ(x)

|z|=¢
d(€)=¢(0)+€d(0)+... Taylor
~ lim @'(¢) /| _(60)+0(0) a0
= lim ®'(e)| " |e" (6(0) + O(e))
 lim cn(2 —n)S™1p(0) + Ofe)

25 ¢(0) + O(e)

Je2=n)S"9(0) n <2
B 6231¢(0)

Andererseits sollte das Integral den Wert ¢(0) liefern, d.h also

cn(2—n)S" P =1 resp. cS' =1 (8.9)

Mit S7~1 = QFW(Z)Q erhdlt man demzufolge fiir die Fundamentallosung des n-dimensionalen
2
Laplace-Operators (sie erfillt die Gleichung AE =§):

INE
2 n/<2?2)n) ’x‘_n+2 n=3
E(z) = 17T
— In |z| n=2
2m
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8 ELLIPTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, DIE GREEN’SCHE FUNKTION

Beispiel 8.2.

1
n=3: E(x)=— (“Elektrische Ladung”)
47 ||
1
—4: B(z)= ——— .
" (@) =~

8.2 Fundamentallésung und Fouriertransformationen

Ser L = ZIaSN\ ad® ein Differentialoperator der Ordnung N mit konstanten Koeffi-
zienten a, € R. Da die konstante Funktion 1 (als Distribution aufgefasst) die Fou-
riertransformation der Dirac--Distribution ist, kénnen wir die Gleichung LE = § fiir
Fundamentallosungen als eine algebraische Gleichung fiir die Fouriertransformierte E
umschreiben.:

P(k)E(k) =1 (8.10)
wobei P(k) =" an(ik)* ein Polynom in ki, ..., k, ist. Zum Beispiel ist

/e““”AEd:c = /EAe”“d:c
~—
Randterme verschwinden
—k? / Ee oy = —2E = / de~*rdy =1
= —k’FE =1

im Fourierraum. Die Gleichung (8.10) muss im Sinne der Distributionen verstanden

werden. Hat P(k) keine reelle Nullstelle, so definiert 4 eine Distribution und wir

P(k)
haben eine Losung

B - ot - (Y

(Allgemeiner definiert diese Formel eine Fundamentallosung wenn BlRy T integrierbare
Singularititen hat).

Beispiel 8.3. Sein =1 und L = —% + p?, > 0. Dann ist P(k) = k? + u?, und
£ = (whw)
T\ k22

1 1 , 1
E(z) = — kel = —e 1l 8.11
(z) 27 /R k2 + ,u2e s,ue (8.11)

Beispiel 8.4. Coulombpotential
Sein =3 und L = —A, dann ist P(k) = |k|* = k + k3 + k3. Die Singularitit von
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1

p(k)
nicht gentiigend rasch abfallend fir k — oo, so dass das Integral (Riicktransformation)

konvergiert. Die inverse Fouriertransformation muss also als Distribution ausgerechnet
werden. Mit dem Trick des Konvergenz-erzeugenden Faktors kann aber die Rechnung auf
Fouriertransformationen von Funktionen zurickgefiihrt werden; d.h.

= |k|™2 bei k = 0 ist integrierbar in 3 (oder mehr) Dimensionen. Allerdings ist lklg

—elk| jikx
(27r e—>0/]k|2 e dk
k2dkdﬂ

Falls also € = 0, so konvergiert E nicht. Solange € > 0 ist, kann die Rethenfolge der
Integration vertauscht werden, und wir bekommen

1 1
- ke g 8.12
> IkPe o
Ikr|2 ek tiklzlcosd 120k gin 0d0d ¢ (8.13)
2sin(k|z|)
oy ”)/0 © T Rl o
1 o ,kSin(kkL’D
1 o sin(klz]) 8.15
212 /0 ‘ k|| ( |
1 % & sin(k)
_ , o]
e /0 . . dk (8.16)
1 s €
R S 1
o] | 2 M o
—0 fiir e—0
o (8.18)
x| |

Wir bekommen also das vorhergehende Resultat.

8.3 Dirichletproblem, harmonische Funktionen
Die Laplace-Gleichung fiir die Funktion u € C*(D) mit D C R™ lautet:

Au(z) =0 Vx e D.

Die Losungen einer solchen Laplace-Gleichung heissen harmonische Funktionen. Sei
D ein beschrdnktes Gebiet in R™ mit glattem Rand 0D. Fin typisches Randwertproblem
1st dann das Dirichletproblem
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(8.19)
u(z) = f(z), ze€dD,
sowie das Neumannproblem
Au(z) =0, z€D
ou(x)
an = g($), xz € 0D (820)

0
(% ist die Normalenableitung).

Die Funktionen f und g sind vorgegebene Randbedingungen. Gesucht wird einu € C*(D),
welches (8.19) oder (8.20)) erfullt (es kann auch eine Mischung von und
erfillen). In der Elektrostatik erfullt das Elektrostatische Potential in einem Neutralen
Medium die Laplace-Gleichung. Die Randbedingugn treten auf, wenn der Wert
des Potentials am Rand vorgeschrieben ist. Falls hingegen die Ladungsdichte auf der
Oberfliche gegeben ist, handelt es sich um das Randwertproblem . Wir beweisen

zuerst einen Eindeutigkeitssatz:

Satz 8.1. Seien uy,us zwei Losungen von (8.19). Dann ist u; = uy. Seien uy,uy zweid
Lésungen von (8.20). Dann ist uy = us + konst

Beweis. Sei u = u; — uz. Dann ist Au = 0 und u = 0 (bzw. 2“(z) = 0) fiir z € OD.
Nach dem Gauss’schen Divergenzsatz gilt:

dx

0< /D Ei:(uwifdx: /D [Z(uuwi)zi—uAu

i

— / Z u(x)au(m) dQ(z) =0 (Randbedingung fiir u)
D on

(Bei der zweiten Gleichung wurde die Grenn’sche Identitét verwendet.)
Daraus folgt also u,, = 0 — u = konst. Fiir (8.19)) gilt jedoch, dass u = 0, fiir (8.20)

bekommen wir v = konst = u; = uy + konst. O

8.3.1 Green’sche Funktionen
Wir haben gesehen, dass die Fundamentallosung von AE = § gegeben ist durch

1
lz|*™ n>3

Ez) = wn(2 —n)

— In |z| n=2
2T
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o
3
3
~
V]

wobei w,, = |0" ] = . Es gilt nun

3

(%)

N

[ B - n)duty)ay = ula),
Ayu(z) = /AIE(LE —y) Ayu(y)dy = Ayu(x),
=6(z—y)

falls D = R™. Wir betrachten jetzt aber ein Gebiet D # R™, d.h also
| Bt - psuty
D

(Vorherige Notation: E — ®(|z|) u.s.w.) mit u € C?*(DUJD). Wir hatten den Randterm
fiir R — oo nicht berticksichtigen miissen, da er verschwindet, falls wir jedoch annehmen,
dass D beschrinkt ist, so ergibt der Randterm auf 0D einen Beitrag. Ansonsten ist die
Rechnung exakt die gleiche. Also fiir u € C*(DUOD) beliebig (woraus folgt dass Au = 0
nicht sein muss) ist nun

B ) - 2=y dag)

Fir D = R™ verschwindet der Randterm.

/D E(z — y)Au(y)dy = u(z) + /

oD

R O )

= u(z) =€p Bz — y)Au(y)dy / )

Definition 8.2. Sei D C R" offen mit glattem Rand. Die stetige Funktion G(z,y) auf
{(z,y) € D x D|z #y} (wobei D = D U OD ist) heisst Green’sche Funktion des
Gebietes D, falls

1. G(z,y) = E(x — y) + v(x,y), mitv € C*(D x D) und Azv =0
2. G(z,y)=0 x€9dD, yeD
Insbesondere ist fir x = y: A,G(z,y) = 0.

Bemerkung 8.2. Die Green’sche Funktion liefert eine Lésung des inhomogenen Pro-
blems
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mat vorgegebenem f und kompaktem Trdiger in D. Es gilt ndmlich fir

A/ o= Wy + [ Aol ) dy

=0

=f(z)+0

Wez'terhz’n bekommt man aus G(z,y) = 0, x € 0D, u(x) = 0, x € 0D (aus u(x) =
fD (v)dy).

Bemerkung 8.3. Die Green’sche Funktion ist eindeutig. Die Differenz zweier Green’schen

Funktionen auf D ist ndmlich, als Funktion des ersten Arguments x, eine Ldisung des
Dirichlet Problems (8.19) mit der Randbedingung 0. Also ist die Differenz nach Satz
identisch Null. (Au =0 und u =0 auf 0D = u =0, Losung und Eindeutigkeit).

Gesucht: Die Lisung von Au(x) = f(z),z € D mit u(z) = g(z),z € 0D. G(x,y) sei
nun die Green’sche Funktion, so dass AG =6, G = E+v(x,y) mit Av = 0. Es gilt also

u(z) =€p E(x — y) Au(y) dy + /

oD

< E% Z—fu( )) dQy).  (8.21)

Andererseits ergibt die Benutzung der Green’schen Identitdt

ou ov
/D (Au)v —u\A}_)/ dy —/ [v% —ua—n] dQ(y)

=0

[ Ou v |
:>/vady—/aD v%—u% dQ(y) (8.22)

[ Ou ov]
_ _ U o).
0 /vady /aD 5 g |40

Addiert man diesen Ausdruck zur rechten Seite von (8.21)), so erhdlt man die allgemeine,
gesucht Ldsung:

oder

o) = [(@Gaty+ [ o G o) (829

oD

Spezialfille:
1. f =0 = Problem der Art (8.1)):

= u= /6]J g(y)a—%dﬁ(y)
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2. g=0 (dhu=0 auf dem Rand)

o= /D )Gz, y)dy

Insbesondere ist fir D = R" v — 0 fir |x| — oo, es gibt also keine Randterme. Weiter
gilt G(z,y) = E(x —y), d.h. v(z,y) = 0 (Av(z,y) = 0 mit v — 0 fir |x| — 0 fir
|z| = 0o = v =0 aus Findeutigkeit).

8.4 Methode der Spiegelbildladung

Die Green’sche Funktion der Kugel wird durch die Methode der “Spiegelbildladung” kon-
struiert. Sei

D = Bp(0) = {z € R"| |z| < R} .

Ausserdem sei fiiry € D:

RQ
Yy =15y
ly|?

Gesucht ist G(z,y) = E(x —y) + v(x,y) mit Av(z,y) =0, G(x,y) = 0 fir € 0D
(Kugeloberfliche) und y € D = Bg(0).

Wir miissen also die Funktion v(x,y) bestimmen. Betrachte folgendes Beispiel der Elek-
trostatik:

Beispiel 8.5. Die Ladung (+1) wird in y gesetzt. Wo muss eine zweite Ladung (—1)
gesetzt werden, damit das Potential auf dem Rand verschwindet?

Die Abbildung y — y* heisst Spiegelung auf die Sphdre vom Radius R. Man kann folgende
FEigenschaften verifizieren:

1. y* =y (Riickspiegelung),

* 2

S|yl -lv —y*| = |z| - [y — .

Beweis. von B
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yl - |z —y*| = |z| - |y — 27|

R? y R? x
ly[ - | T |=\$|'!y—|x—| Tl | =] zlyl —R’n| =] yla| —Rn.]
\ﬁ/ \g/ =ng|z||y| =nyly||z|
Y T
14 |2y _\RQ,ny| = |ny |z[|y] _\RQ,nw|
=b C —b C
Pe a
a = @2 + - 2bc cos o
Invariant untcr‘F”crmutation von
bre (a=a')
2 = b+ ¢* — 2bccos
= a® = a”?
Also ist Bl bewiesen. O

Fiirn > 3 gilt nun:

Goy) = B—y)- (@> Bz - ")

wobei G die gesuchte Green’sche Funktion ist; denn A E(x —y*) = 0 fir alle x E D, da
y* nicht in D ist. G(x,y) =0 fir alle x € 0D. D.h. also Yy E D gilt fir |z| =

2—n
o 2—n M *|2—n
oy () ey
—-n 1 * 2—n
= |z -y " - (R>2,n§!yllx—y )
mit|x|-\y—x|
1

= |z -y - R (lz[ly = =7[)

benutze nun |z| = R, x = |R|n,, =% =

A/~
?E,

8

Il
S

8

Bl

~—

||2

= |z =yl = |y — 2’ =0 fir |o] =

Firn = 2 ist die Green’sche Funktion:
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Glr.y) = B —y) ~ Ba—y") — 5= In (\%l)

1
=5 [ln|m—y|—ln<|x—y*|-%)]

us der Figenschaft|d folgt G(x,y) = G(y,x). Der in (8. auftretende Kern (d.h =
Aus der F haft|3 folgt G G D (823) auft de K dhg‘fy

1st dann

0 1 R?2 —|z/|?
2 Glary) = il

H = Sk S ol N
() Ou, wpR |z —yl®

(n <2).

8.5 Ein weiteres Beispiel der Green’schen Funktion: die belastete
Saite

Es sei f(x) die Belastung pro Léinge auf eine Saite im Punkt x (%“ﬁ mit Einheit %)
Die Gesamtbelastung ist dann gegeben durch das Integral fol f(z)dz.

Differentialgleichung: v" = — f(x)
Randbedingung: u(0) =U(l) =0

Das Problem ist linear und es durch Superposition gelist werden, wenn fiir den Spe-
zialfall, dass die ganze Last in einem Punkt x = & konzentriert ist, die Ldsung bekannt
ist (Stossprinzip).
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—u' =6 =6(x—¢)
u(0) =u(L) =0

& u” =0 fiirx # £ = Die Lisungen sind Geraden

e+¢ h h
—/ u”d:zczl:—u|6+§ =] =4+ —

e+& mere f l - 5
SRR
h
Also: 0<x<¢&: wu(zr)= Ew
h(l — x)

E<z<l: ux)=

= h = §¥ (Stetigkeit),
L-¢

r 0<x<¢€
u(z) = ¢
Z@—x)fﬁxél

und u(0) = u(L) = 0. Dieses u(x) ist die Greensch’sche Funktion g(x,€).
Bemerkung 8.4. 1. g(z,§) = g(&, 2)

2. g(x,€) >0
Die Losung des urspriinglichen Problems ist nun durch Superposition gegeben:

L

u(@) = [ f(§)g(z,§)d¢

£=0
Beweis.

it = [0 () ot e = 110

[\ J/
-~

=3(2—¢)

]

Die Methode der Green’sche Funktion ist also eine “allgemeine” Methode, solange das
Problem linear ist und Superposition gilt.
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