Physik fiir Studierende der Biologie und Chemie

Universitat Ziirich, HS 2011, C. Aegerter Version 15. Dezember 2011

Inhaltsverzeichnis

7 Stromungen in Fliissigkeiten 7.1
7.1 Einleitung . . . . . . . 7.1
7.2 Was heisst fliissig? . . . . . . . .o 7.1
7.3 Die Kontinuitétsgleichung . . . . . . . . . ... Lo 7.2
7.4 Bewegungsgleichung: Die Eulergleichung . . . . . . ... .. ... ... .. 7.6
7.5 Energiebetrachtung: Die Bernoulligleichung . . . . . . . .. .. .. .. ... ... 7.7
7.6 Reibung und die Navier-Stokes-Gleichung . . . . . . .. ... ... . ... ..., 7.9
7.7 Das Gesetz von Hagen und Poiseuille . . . . . . . ... ... ... ... ...... 7.12
7.8 Die Kirchhoff’schen Gesetze . . . . . . . . . . . . .. .. ... .. 7.14
7.9 Stromungsgeschwindigkeiten im Blutkreislauf . . . . . .. .. ... ... ... .. 7.16
7.10 Die Grosse von Kapillaren . . . . . . . . . . ... 7.19

Inhaltsverzeichnis

7 Stromungen in Fliissigkeiten

7.1 Einleitung

In der Wirmelehre haben wir uns mit dem Transport von Stoffen und Wirme mittels diffusiver
Bewegung befasst. Wir haben auch kurz konvektive Strémungen behandelt, aber Strémungen
konnen auch makroskopisch auftreten durch eine dussere Kraft. Dann tritt ebenfalls Trans-
port von Material auf und diese Art von Transport wollen wir in diesem Kapitel beschreiben.
Fin wichtiges Beispiel mit dem wir uns dabei auseinander setzen werden ist der Transport
von Néhrstoffen iiber den Blutkreislauf. Wir werden uns iiberlegen, wie wir den Transport be-
schreiben miissen, welche Anforderungen das System der Blutgefiisse erfiillen muss um fiir einen
moglichst effizienten Transport zu sorgen. Dabei weren wir auch sehen, dass der Ubergang von
Transport durch Stréomung und dem Transport durch Diffusion, eine gute Abschéitzung fiir die
Grosse von Kapillaren ergibt.

7.2 Was heisst fliissig?

Wir haben in der Elastizitéitslehre gesehen, dass Gase und Fliissigkeiten (Fluide) kein Scher-
modul besitzen. Das heisst, wenn keine Stromungen bestehen und das Gas oder die Fliissigkeit
makroskopisch im Gleichgewicht sind, keine Schubspannungen bestehen (7 = 0).
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Wihrend bei festen Korpern die Molekiile durch intermolekulare Kréfte an Gleichgewichtslagen
gebunden sind, um die herum sie thermisch angeregte Schwingungen ausfiihren, befinden sich
die Molekiile von Fliissigkeiten und Gasen in regelloser, ungebundener Bewegung. Thre mittlere
kinetische Energie ist grosser als die Bindungsenergie.

Der Unterschied zwischen Fliissigkeit und Gas beruht auf der Grosse der intermolekularen
Krifte. In Fliissigkeiten sind die Molekiile dicht gepackt, so dass kohésionskréifte auftreten.
Dadurch bildet die Fliissigkeit Tropfen mit einer definierten freien Oberfliiche. Die Kompressi-
bilitét ist klein. Gase dagegen bilden keine Tropfen, sondern beanspruchen das ganze, ihnen zur
Verfiigung stehende Volumen. Die Kompressibilitét ist im allgemeinen gross.

Wir werden uns jetzt also mit stromenden Fluiden beschéftigen und diese quantitativ beschrei-
ben.

7.3 Die Kontinuitétsgleichung

Uberlagert sich der statistischen, thermischen Bewegung von Gas- oder Fliissigkeitsmolekiilen ei-
ne korrelierte, d. h. geordnete Driftbewegung, so spricht man von einer Stromung. Eine solche ist
mit dem makroskopischen Transport einer Grésse verbunden, wie wir schon in der Wéarmelehre
gesehen haben. Hier wollen wir uns die Eigenschaften von solchen Stromungen etwas detaillier-
ter betrachten. Im Allgemeinen wird die Stromung durch ein Stromlinienbild (Abbildung 7.1)
veranschaulicht. Die Stromlinien sind die iiber die thermische Bewegung ausgemittelten Bahnen
der einzelnen Teilchen oder eines Probekorpers, der von der Strémung mitgefithrt wird. Die
Driftgeschwindigkeit ist somit tangential zu den Stromlinien.

Mathematisch gesehen, bilden die Geschwindigkeitsvektoren einer Strémung ein Vektorfeld #(7, t),
also eine Ansammlung von Vektoren, die vom Ort und der Zeit abhéngen. Die Stromlinien sind
die Feldlinien dieses Feldes. Felder werden wir im n&chsten Semester bei der Elektriztitslehre
ausfiihrlich behandeln.

Ist das Stromlinienbild zeitlich unverénderlich, so spricht man von einer stationédren Strémung,
d.h. an einem bestimmten Ort 7 ist die Stromungsgeschwindigkeit 7(7) zeitunabhéngig. Die Ge-
schwindigkeit eines mit der Stromung mitschwimmenden Teilchens, das ja seinen Ort verdndert,
braucht dabei keineswegs zeitlich konstant zu sein.

Die Geschwindigkeit betrachten wir weil die Stromung die wir beschreiben wollen letztlich da-
durch beschrieben ist. Wenn wir als den Strom, bzw. den Massenstrom die zeitliche Veréinderung
der Masse an einem Ort definieren, also wieviel Masse wird in welcher Zeit transportiert, dann
erhalten wir:

. dm dv dx
I = = — = _— =
@ T
wobei A die Querschnittsfliche der betrachteten Stromung ist und p die Dichte des stromenden
Fluids. Das heisst der Strom, oder besser die Stromdichte, also der Strom pro Fléiche:

I/JA=j=pv

ist direkt proportional zur Strémungsgeschwindigkeit.
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Zeigt eine Stromung ein glattes Stromlinienbild, so nennt man sie laminar. Sind die Stromlinien
verwirbelt, so nennt man die Strémung turbulent. Bei gegebenen realen Gasen und Fliissigkeiten
erfolgt beim Uberschreiten einer kritischen Geschwindigkeit vg bei der Um- oder Durchstrémung
eines gegebenen Hindernisses ein Ubergang von einer laminaren zu einer turbulenten Stromung.
Allgemein wird dies durch die Reynolds Zahl quantifiziert. Diese beschreibt die relative Stéirke der
viskosen Reibung und der Reibung die durch die Uberwindung der Triigheit des Fluids zustande
kommt. Ursache der Turbulenz sind dynamische Schubspannungen als Folge der Viskositéit. Im
Folgenden wollen wir uns hauptséichlich auf laminare Strémungen beschrénken.

(¢4

Stromlinie
p—

Abbildung 7.1: Bild einer Fliissigkeitstromung um einen Zylinder herum, das mit Einfirbung
der Fliissigkeit sichtbar gemacht wurde (links). Der Geschwindigkeitsvektor der stromenden
Fliissigkeitsmenge ist immer parallel zur Stromlinie (rechts).

Abbildung 7.2: Im engen Querschnitt unter der Briicke dringen sich die Stromlinien zusammen
(rechts). Dies bedeutet auch eine hohere Stromungsgeschwindigkeit, solange der Fluss iiberall
gleich tief ist, und die Oberflichenverteilung der Stromlinien den Vorgang beschreibt. Das gleiche
Bild und der gleiche Effekt zeigen sich bei einer Verengung einer Wasserrohre (links).

Kontinuitéitsgleichung fiir stationire Stromungen: Die Stromdichte ldsst sich also auch
direkt als die Anzahl der Stromlinien pro Flicheneinheit auffassen. Wird diese grosser, so ent-
spricht dies auch einer grosseren Geschwindigkeit. Abbildung 7.1 erinnert an eine uns vermutlich
bekannte Beobachtung des Anwachsens der Stromungsgeschwindigkeit in der Nihe einer Ein-
schniirung des Flussbetts. Die physikalische Grundlage dieser Beobachtung ist die Erhaltung
des Gesamtflusses: die einfliessende Wassermenge pro Zeiteinheit muss gleich der ausfliessenden
sein. Bei kleinerem Querschnitt muss daher die Durchflussgeschwindigkeit grosser werden. Die
mathematische Form dieser Erfahrung ist die Kontinuitétsgleichung.
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Fiir die mathematische Definition des Flussbegriffes betrach-
ten wir eine sogenannte Stromrdhre innerhalb einer statio-
néren Stromung, d. h. einen durch Stromlinien begrenzten
Schlauch mit Eintrittsfliche A; und Austrittsfliche As. In

der Zeit dt fliessen durch A; und As die Wassermengen A
Aq
Iy = p1v1iA; und Iy = pava A

Im stationéren Fall muss wegen der Erhaltung der Materie bei A; gleichviel hinein wie bei As
hinaus fliessen, also I; = Is gelten. Daher gilt die
Kontinuitétsgleichung : piv1 A1 = povaAs
Bei Fliissigkeiten kann p als konstant angenommen werden, p = p; = po, so dass gilt
v1A] = v9 Ao

d. h. der Fluss des v-Feldes ldngs einer Stromrohre ist konstant, bzw. der Fluss durch eine
geschlossene Fliache gleich Null. Wir haben hier die Ein- und Austrittsfliche senkrecht zur
Stromungsgeschwindigkeit gewahlt, was einem Spezialfall entspricht. Fiir diesen Fall lautet dann
die Aussage der Kontinuititsgleichung;:

Die Geschwindigkeit ldngs einer stationdren, laminaren Stromung ist uwmgekehrt proportional
zum Rohrquerschnitt.

In etwas allgemeinerer Form definieren wir als Fluss durch

cine Fliche A (mit dA = AdA) ///
B A dA
<I>:/ﬁ-dA:/(U-ﬁ)dA:/vndA:/vcosadA o —r=
A A A A n
Der Einheitsvektor 7 steht senkrecht auf dem v

Flichenelement dA, v, ist die Normalkomponente der oSO odA
Geschwindigkeit v. dA

Diese Definition des Begriffs Fluss (®) schliesst die Moglichkeit ein, dass die Geschwindigkeit
nicht an allen Orten der Flidche A gleich ist und ferner, dass die Fliache nicht notwendigerweise
normal zu den Flusslinien steht. Fiir A || ¥ (o = 7/2) ist der Fluss minimal, fir A 1L ¢ (o = 0)
ist der Fluss maximal. Fiir eine beliebig gestellte Querschnittsfliche A der Stromrohre ist dann
der Fluss ® konstant.

Diese Definition des Flusses erlaubt uns eine allgemeinere Formulierung der Kontinuitétsglei-
chung fiir den Massenfluss einers Fluides:

Waihlen wir als Fliche, fiir die wir fiir das Flussintegral auswerten, eine geschlossene Oberfliche
Ay, die das Volumen V begrenzt. Dann besagt die Massenerhaltung, dass der einkommende Fluss
gleich dem ausgehenden Fluss sein muss. Der Gesamtfluss ist also gleich null. Vorausgesetzt wird
dabei, dass sich im Innern des Volumens keine Massenquelle oder -Senke befindet.

Kontinuitédtsgleichung : ® = ?{ pU- dA = pUndA =0
Ay Ay
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Diese Form der Kontinuitatsgleichung gilt fiir beliebige Formen von Volumen, und auch im Falle,
dass die Dichte ortsabhéingig ist.

Wenn das Material komprimierbar ist, oder wir irgendwelche Quellen von material haben, so
konnen wir die KontinuitAtsgleichung fiir nicht stationéire Prozesse erweitern. Um die allge-
meine Kontinuitétsgleichung herzuleiten, betrachten wir den Massenfluss durch ein beliebiges
Volumenelement dxdydz. Fiir den in das Volumenelement in x-Richtung einfliessenden Massen-
strom gilt:

I = pvg(x)dydz

Fiir den in x-Richtung herausfliessenden:
Iy = pvy(x 4 dx)dydz
Das heisst fiir die Differenz dI, gilt:

vy

vy
dl, =TI — Iy = p (vg(x) — vp(z + dx)) dydz = pgda:dydz = pdV 5

Nvg= —‘98”; dx

wobei dV gerade das Volumen ist, das wir betrachten. Um die Gesamtédnderung des Flusses zu
berechnen miissen wir auch noch die anderen Raumrichtungen betrachten, also dI, und dI., und
die Terme aller drei Richtungen aufsummieren:

B Ovy, Ovy  Ov,
dIdV_p<6:c+6y+ 8z>dV

Damit haben wir alles betrachtet, was in das Volumen hineinfliesst und davon alles was heraus-
fliesst abgezogen. Ween es also eine solche Anderung im Massenstrom gibt, muss sie von einer
Anderung der Dichte kommen. Nur wenn die Masse nicht erhalten ist, kann dIz, # 0 sein. Das
heisst es gilt: dIgy = —%dV. Nimmt man diese beiden Ausdriicke zusammen, erhalten wir die
allgemeine Kontinuitédtsgleichung:

dp Ov,  Ovy  Ov, .
—_— = — — = — d U
ot <8x Ty T oz pdiv(©)
wobei wir die Divergenz definiert haben als div(¥) = %L; + aa—vyy + %};. Zusammen mit dem

Fick’schen Gesetz, das uns sagt, dass ein Dichtegradient einen Diffusionsstrom hervorruft er-
gibt die Kontinuitétsgleichung z.B. direkt die Diffusionsgleichung. Fiir den Fall, dass die Dichte
sich nicht &ndern kann erhalten wir die obige, stationidre Kontinuitétsgleichung. Jede Stromung
muss also durch eine Kontinuitatsgleichung beschrieben werden. Im Folgenden werden wir uns
ansehen, wie dies mit der Bewegungsgleichung des Fluids zusammenhéngt.
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7.4 Bewegungsgleichung: Die Eulergleichung

Das Newton’sche Aktionsprinzip sagt uns, wie sich Massen unter Einfluss von Kréften bewegen.
Betrachten wir wieder einen kleinen Zylinder mit Volumen dV = dA dz und Masse dm = p dV,
dessen Achse parallel zur z- Rlchtung liegt, genau wie im Falle der Hydrostatlk Sei p der Druck
auf Deckel und Boden, und dF eine Volumenkraft (z.B. Gewicht: dF = dm g).

Im Gegensatz zur Hydrostatik miissen sich die Kréfte nun nicht mehr unbedingt autheben; wenn
die Summe der Krifte verschieden von null ist, ergibt sich eine Beschleunigung der Masse dm.
In z-Richtung gilt also die Bewegungsgleichung;:

dm 2 = p(2)dA — p(z + dz)dA + dF,

Dividieren wir diese Gleichung durch das Volumen dV = dA dz, definieren die Kraftdichte
f=F/dV (im Gravitationsfeld ist f = p g)und setzen die Beschleunigung durch die Ableitung
der Geschwindigkeit v,, erhalten wir:

dvz__@
p dt 0z

+ f-

Diese Ueberlegung kénnen wir auch in die x und y Richtung ausfithren, und erhalten so drei
Gleichungen fiir die drei Raumrichtungen x, y, und z. In Vektorschreibweise fassen wir die drei
Gleichungen zusammen, und erhalten damit die

dv

Eulergleichung der Fluiddynamik : P = —grad p + f

Sie beschreibt die allgemeine Geschwindigkeitsverteilung einer reibungsfreien Fliissigkeit.

Im Geschwindigkeitsfeld ¥(x,y, z,t) begegnen wir einem typischen Beispiel einer (vektorwerti-
gen) Funktion mehrerer Variablen. Die partielle Ableitung nach der Zeit hat hier eine besondere
Bedeutung. Es gilt ndmlich:

ov

ot
FEine Stromung hatten wir ja stationér genannt, wenn das Stromlinienbild nicht von Zeit abhéngt.
In der Tat, wenn wir an einem festen Ort (x,y,z) sitzen, und die Verdnderung in der Zeit bo-
ebachten, dann ist das gerade die partielle Ableitung. Sie verschwindet genau dann, wenn sich
das Stromlinienbild im Laufe der Zeit nicht &ndert.

=0 & stationaer

Im Gegensatz dazu nennt man die Ableitung, die in der Eulergleichung vorkommt, auch die sub-
stantielle Ableitung. Sie beschreibt die Anderung der Geschwindigkeit, die man sieht, wenn man
mit einem Massenteilchen mitgeht. Die partielle und die substantielle Ableitung sind natiirlich
vollig verschieden.

Analog wie in der Mechanik der Massenpunkte liegt auch hier bei der Integration dieser Glei-
chung oft das Hauptproblem bei der Bestimmung der Randbedingungen.
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7.5 Energiebetrachtung: Die Bernoulligleichung

Wie in der Mechanik der Massenpunkte kann das System statt mit den Bewegungsgleichungen
auch durch Energieerhaltung beschrieben werden. Das vereinfacht oft die Losung des Problems,
und erlaubt uns auch direkter anwendbare Gesetze zu formulieren.

Wir betrachten eine laminare, stationdre Stromung einer
inkompressiblen, hier nun auch reibungsfreien Fliissigkeit

in einer Rohre variablen Querschnitts und dazu variabler Y

L
. . . . . . Eingang f_-
Hohenlage. Diese Rohre muss nicht notwendigerweise reell 01 I
existieren, sondern kann durch eine Gruppe von zusammen- {;‘T:’ /Z;
gefassten Stromlinien gebildet werden. Die KEintrittsfliche y1I Flissigkeit

Aj und die Austrittsfliche Ay sind senkrecht zur Strémung Ausgang
gewdhlt, und ferner soll auch die Geschwindigkeit nicht y v
iiber den Bereich der Fldchen variieren. Gemaéss der Kon-
tinuitdtsgleichung erhaltem wir fiir die im Zeitintervall dt
die Flachen passierende Fliissigkeitsmenge dm E—

|

dm = dmy = pvi Ardt = dmo = pve Aodt

Wir wollen nun eine Energiebilanz aufstellen fiir den Zeitraum dt. Die vom Druck netto geleistete
Arbeit dW (Druck x Fliche x Weg) ist gleich der Zunahme von kinetischer und potentieller
Energie: dW = dT + dU.

dm

dW = p1Aividt — poAsvodt  dT = 5 (v% — v%) dU = gdm(y2 — y1)

’U2 1}2
2 1
=  p1L—D2 zp(g -5 Ty — gy1)

= p1+ gv% + pgy1 = pa + gUS + pgys
Da die Orte 1 und 2 vollig willkiirlich gewahlt waren, folgt die Konstanz dieses Ausdrucks langs
der ganzen Stromung (y = h):

p+ gv2 + pgh = const. Bernoulli’sche Gleichung

Dies gilt entlang der Stromlinien einer reibungslosen, inkompressiblen Fliissigkeit. Verlauft die
Stromlinie entlang einer Aquipotentialfliche der Gravitationskraft, so reduziert sich die Ber-
noulli’sche Gleichung auf den Ausdruck

pv°

5 + p = const. = pg
p ist der wirkliche, von einem in der Strémung liegenden Manometer gemessene Druck, der Term
pv? /2 hat ebenfalls die Dimension eines Druckes und heisst dynamischer Druck oder Staudruck.
po bezeichnet man als den Gesamtdruck. In Worten lautet also die Bernoulli’sche Gleichung:

Statischer Druck (p) plus Staudruck (pv?/2) ergibt den Gesamtdruck (po)
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Die Bernoulli’sche Gleichung ist die Basis flir das Versténdnis verschiedener Alltagsphdnomene
und technischer Instrumente. Einige von ihnen wollen wir nun néher betrachten.

Beispiel — Messung von Strémungsge-
schwindigkeiten mit dem Pitot-Rohr:
Beim Pitot-Rohr handelt es sich um einen v /
stromlinienférmigen Hohlkorper, bei dem die __/// B<\OJ
Druckdifferenz zwischen dem Staupunkt A
vorn und einer seitlichen (jﬂnung B gemessen
wird. In A ist die Stréomungsgeschwindigkeit
null, bei der seitlichen Offnung dagegen v. Es
gilt dann (pa=Dichte der Luft, pp; = Dichte
der Manometerfliissigkeit)

Staupunkt A

A
A: v=0, po=pa B:pozp3+%v2

A
PA— DB = %v2 = prgh

2 —
oy |MPa—pB) _ [29hpu
pA pA

Hier haben wir den am Manometer abgelesenen Druckunterschied (Hohe h) bereits eingesetzt.

Beispiel — Hydrodynamisches Paradoxon: Stromt ein Gas
aus einer Druckflasche gegen eine bewegliche Platte, so wird die-
se angesaugt und nicht etwa weggeblasen. Infolge der hohen Ge-
schwindigkeit des Gases zwischen den beiden Platten ist dort der
Druck kleiner als der Luftdruck aussen. Die beiden Platten werden
zusammen gepresst.
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Beispiel: Druckverteilung in einem Venturi-Rohr:
Ein Rohr mit variablem Querschnitt schliesst eine statio-
nére Stromung ein. Der Druck p im Rohr variiert eben- [ ~—_
falls mit dem Querschnitt. Die Kombination von Konti- ~
nuitdtsgleichung und Bernoulli’scher Gleichung liefert P>

v A
=22 P2y gy =Cod 4y = 2

Aq
vy A7 2 2 2

Ay

)2+p2

p A2 o
= p2=p1+§v%(1—A—%)<p1 1L

Mit Ay = Az folgt p1 = p3. Im Experiment, ob nun das Rohr k-
von Luft durchstromt oder von Wasser durchflossen wird,
sind die Drucke ps und ps kleiner als berechnet. Man be- P2 P3
obachtet selbst bei einem Rohr mit unverénderlichen Quer- _ Q
schnitt einen linearen Druckabfall. Dies kommt daher, dass
eine der Voraussetzungen der Bernoulli’schen Gleichungen, U= — 02—
némlich die Absenz von Schubkriften und Reibung nicht
erfiillt ist. Das werden wir im néchsten Kapitel behandeln.

Im Alltag verwendete Varianten des Venturi-Rohrs sind Zer-
stauber (a), Wasserstrahlpumpe (b), und Bunsenbrenner
(c). An der Diisenoffnung (kleiner Querschnitt) ist die Ge-
schwindigkeit gross, der Druck klein, so dass der Strahl eine
Saugwirkung ausiibt. Der erreichbare Enddruck der Wasser-
strahlpumpe ist nicht beliebig klein, sondern begrenzt durch
den Dampfdruck pp des Wassers (bei 20° C pp = 23 mbar).
Mit Ol- oder Quecksilber-Strahlpumpen bei tiefen Tempera-
turen kénnen Enddrucke bis zu etwa 108 mbar erreicht wer-
den. Beim Bunsenbrenner hilft der Unterdruck in der Ndhe
des an der Diise austretenden Gases die fiir das Aufrechter-
halten des Verbrennungsvorgangs notwendige Luft anzusau-
gen.

7.6 Reibung und die Navier-Stokes-Gleichung

Wir haben in der Mechanik die Figenschaft der Viskositdt kennengelernt und dabei gesehen,
dass bei einer angelegten Schubspannung ein Fliessgeschwindigkeitsgradient entsteht. Umge-
kehrt betrachtet heisst dies, dass die Aufrechterhaltung eines Geschwindigkeitsgradienten eine
Schubspannung erfordert. Dies ist der Hintergrund von viskoser Reibung und wie diese eine
Stromung beeinflusst, werden wir uns in diesem Kapitel ansehen.
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Um den quantitativen Zusammenhang zwischen Reibungskréften
und der Viskositét einer Fliissigkeit zu erhalten, machen wir einen
Modellversuch. Zwischen zwei parallel gestellten Platten, die sich
mit der Geschwindigkeit vy zueinander bewegen, befindet sich ein Platte
Gas oder eine Fliissigkeit. Zwischen den Platten stellt sich eine
laminare Strémung mit einer linearen Geschwindigkeitsverteilung \
v(z) = ax ein (x=horizontale Koordinate in der Zeichnung). Die |-
Schubspannungen und Reibungskrifte zwischen den benachbar- Wand |
ten Fliissigkeitsschichten sind, wie dies Newton erstmals formulier- i
te, proportional zum Geschwindigkeitsgradienten Newton’sches \
Reibungsgesetz

Betrachten wir nun eine Scheibe der Fliche dA, der Dicke dx und der Masse dm = p dA dx,
die sich in der Zeichnung in vertikaler (z-)Richtung mit der Geschwindigkeit v, bewegt. Thre
Bewegungsgleichung lautet

d
dm (ZZ =7(z +dx) dA — 7(z) dA
wenn wir vorldufig nur die Reibungskraft beriicksichtigen. Dividieren durch dV ergibt:
dv, Ot
p = A
dt ox
Wir setzen das Newton’sche Reibungsgesetz ein und erhalten:
dv, 0%v,
Prar = 922

Macht man die gleiche Uberlegung in allen drei Raumrichtungen und fasst das Resultat in Vek-
torschreibweise zusammen erhélt man die Bewegungsgleichung, die sogenannte Navier-Stokes-
Gleichung (hier in der Form fiir inkompressible Fliissigkeiten):

dv

Pt
mit der Definition fiir den Laplaceoperator:
_ 9%v, n v,  0%v,
ox2  Oyr = 022

=n A7

Av, und AU = (Avg, Avy, Avy)

Nehmen wir noch mit, dass das Geschwindigkeitsfeld vom Ort und der Zeit abhéngt, miissen
wir die totale Ableitung nach der Zeit noch umschreiben und erhalten:

ov = ) S
P <8t+w-v>_nAv

Wegen der quadratischen Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit auf der linken Seite, 14sst sich
diese allgemeinere Form der Navier-Stokes-Gleichung in der Regel nicht analytisch 16sen. Fiir
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viele Probleme werden stattdessen numerische Methoden und Computer eingesetzt, wobei hier
sehr oft Rechenzeiten auftreten, die zu lange sind um niitzlich zu sein.

Im Gegensatz zur Betrachtung bei den reibungsfreien Stréomungen fiihrt uns hier die Energie-
erhaltung nicht auf ein praktisches Gesetz: Wegen der Reibung geht ein Teil der Energie ja in
Wéarme tiber.

Diese Newton’sche Reibungsgesetz hat die gleiche Form wie die Diffusions- und Wérmeleitungs-
gleichung, die wir schon in der Wérmelehre angetroffen haben.

Fiir Gase steigt, fiir Fliissigkeiten sinkt n mit zunehmender Temperatur. Fiir Gase ist 1 drucku-
nabhéngig. Typische Werte der Viskositéitskonstante n sind in Tabelle 7.1 aufgefiihrt.

Substanz n[Pa - s
0° C 20° C 50° C 100° C
Luft 0.000017 | 0.000017 0.000022
gflginusél 0.00179 8:82101 0.00055 | 0.00028 Tabelle 7.1: Viskosititskon-
Glycerin 1.53 stante fiir verschiedene Sub-
stanzen
17° C 23° C 30° C 37° C
Blut 0.004
Blutplasma | 0.0020 0.00173 0.0015 0.013

Ubergang zu Turbulenz: In turbulenten Stromungen spielen vor allem die Triigheitskrifte
eine grosse Rolle, also die linke Seite der Navier-Stokes Gleichung. Der Term quadratisch in den
Geschwindigkeiten kann zu Verwirbelungen Anlass geben, die eine sehr komplizierte Strémung
zur Folge haben. Die Wichtigkeit der verschiedenen Bereiche lésst sich durch eine Umformung
der Navier-Stokes Gleichung erhalten. Wenn wir alle Langen durch eine bestimmte Léngenskala
L normieren, alle Geschwindigkeiten auf eine mittlere Geschwindigkeit v und damit alle Zeiten
auf eine Zeit L/u, dann wird die Navier Stokes Gleichung:

uLp (00U S
n<at+z7vv>_Av

wobei iiberall normierte Grossen stehen. Welcher Term {iberwiegt wird nun durch die dimensi-
onslose Konstante Re = uTLp bestimmt, die Reynolds Zahl. Die Folgen bei sehr kleinen Reynolds
Zahlen werden wir uns im allerletzten Kapitel ansehen.

Die kritische Geschwindigkeit vy, bei der die laminare Strémung in eine turbulente umschlégt,
héngt auch von der Viskositdt n ab, dazu von der Dichte p und einer charakteristischen Lénge
L (Geféssdimension, Durchmesser des Hindernisses usw.). In unserem Beispiel wére L der Plat-
tenabstand. Auf Grund empirischer Resultate ergibt sich

n
B = R —
v oK pL

Rep ist dabei die kritische Reynolds-Zahl. Fiir glatte Rohre findet man z. B. Rex = 2300. Ist
der Rohrdurchmesser L = 1 c¢m, so erhilt man die folgenden kritischen Geschwindigkeiten:

vg = 0.23 m/s fiir Wasser wvg =3.2m/s fur Luft

7.11



In der turbulenten Stréomung wird die die Widerstandskraft proportional zur Dichte und zum
Quadrat der Geschwindigkeit und héngt im iibrigen stark von der geometrischen Form des
Korpers ab.

Nichtnewton’sche Fliissigkeiten: Viele Fliissigkeiten erfiillen das Newton’sche Reibungsge-
setz nicht, d. h. die Viskositét 7 ist nicht konstant, sondern nimmt mit zunehmendem Geschwin-
digkeitsgradienten zu oder ab. Solche sogenannten Nicht-Newtonschen Fliissigkeiten sind z. B.
Blut, Speichel, Dispersionsfarben, Pasten, Salben, Gele.

7.7 Das Gesetz von Hagen und Poiseuille

In vielen Anwendungen, so auch im Blutkreislauf den wir uns ja am Ende beschreiben wollen,
trifft man auf die folgende Situation: Die Stromung einer Fliissigkeit durch ein zylindrisches Rohr
wird durch einen Druckunterschied an den beiden Enden des Rohrs aufrechterhalten (beim Blut-
kreislauf ist das das pumpende Herz). Die alltdgliche Erfahrung lehrt, dass die Durchflussmenge
vom Rohrdurchmesser einerseits und vom Druck andererseits abhéngt. Ferner ist die Geschwin-
digkeitsverteilung in dem Rohr inhomogen. In der Mitte ist die Geschwindigkeit am grossten.
Beide Befunde finden wir in den Hagen-Poiseuille’schen Gesetzen ausgedriickt.

Fiir ein Rohr mit Radius R der Lénge L, in dem durch einen Druckunterschied Ap eine laminare
Strémung unterhalten wird, finden wir ein parabolisches Geschwindigkeitsprofil

_14p

o) = 3 (R =%
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Die Durchflussmenge ergibt sich zu

7Ap R*

3 71]
8nL

[m’s

Q=

Zum Beweis der beiden Beziehungen denken wir uns aus
der Fliissigkeit eine zylindrische Stromréhre mit Radius r
herausgeschnitten: Infolge des Druckunterschieds Ap wirkt
auf diesen Zylinder eine Kraft in der Stromungsrichtung

F, = 7r7'2(p1 —p2) = 72 Ap

Durch das radiale Geschwindigkeitsgefiille dv/dr an der
Mantelfldche eine entgegengerichtete Reibungskraft

dv
F. = 172777“%

Im stationéren Fall herrscht Gleichgewicht

— —

d
B+ F.=0 :wﬁAp+mwm@9:o
T

d A
dijj - _277—127“ Integration : v(r) = —

r2Ap

C
anL *

Die Integrationskonstante C' erhalten wir aus der Randbedingung

2
o BA

vir=R)=0 = Ty

Damit ist die erste Beziehung bewiesen.

Die Durchflussmenge berechen wir zunéchst fiir einen Hohlzylinder mit gleichem Radius wie die
Stromrohre, aber mit der Wandstérke dr. In diesen Hohlzylinder tritt am Ende im Zeitintervall
dt durch die Eintrittsfliche 27rdr das Wasservolumen dV = 2zrdr v(r)dt ein.

av.

av TAp(R? — r?)
dt

d
ol rdr

v(r)2mrdr =
Was im gleichen Zeitintervall durch den gesamten Rohrquerschnitt eintritt erhélt man durch
Integration:

av _nap [F

TR*Ap

(R% — r?)rdr = Sl

Q

Die Wassermenge M ergibt sich aus Q durch Multiplikation mit der Dichte p. Bei einer konstan-
ten mittleren Geschwindigkeit 7 wire die Durchflussmenge Q = 7R25. Damit ergibt sich fiir die
mittlere Geschwindigkeit
R?>Ap
8nL

v =
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Diesen Zusammenhang kénnen wir beniitzen, um die gesamte Kraft zu berechnen, die aufgrund
der Fliissigkeitsreibung auf das Rohr wirkt. Die auf ein Stiick Rohr der Lénge L und der Quer-
schnittsfliche mR? wirkende Kraft R, ist gleich der Fliche mal Druckunterschied, also:

Ry, = nR*Ap = 87nLv

wobei wir die obige Formel fiir die mittlere Geschwindigkeit verwendet haben. Wie bei der
Stokes’schen Reibung an der Kugel, ist auch hier die totale Kraft proportional zu n und v.

Damit die Strémung laminar bleibt, muss ¥ < vg gelten. Uberschreitet 7 die kritische Geschwin-
digkeit, so wird die Strémung turbulent. Bei einer turbulenten Strémung ist die Durchflussmenge
kleiner, die Reibung grosser als beim laminaren Fall.

7.8 Die Kirchhoff’schen Gesetze

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass bei Fliissigkeiten mit Reibung ein Druckgefille notig
ist um einen Fluss in Gang zu halten. Das heisst, ohne dussere Kraft, bzw. Spannung, fliesst
keine Fliissigkeit. Diese Gesetzméssigkeit werden wir im néchsten Semester im Zusammenhang
mit elektrischen Stromen wieder sehen. Auch dort fliesst ohne das Anlegen einer (elektrischen)
Spannung kein Strom. Was wir dem Gesetz von Hagen und Poiseuille auch entnehmen kénnen,
ist, dass der Spannungsabfall (Ap) proportional ist zum Fluss (Q): Ap = R-Q. Die Proportiona-
litdtskonstante R nennt man auch den (Fliess-)Widerstand. Im Zusammenhang mit elektrischen
Strémen spricht man hier vom Ohm’schen Gesetz.

Was wir uns jetzt anschauen wollen ist, wie der totale Fliesswiderstand eines Systems von Réhren
wie der Blutkrieslauf eines Tiers von den geometrischen Eigenschaften des Netzwerks abhéngt.
dabei wollen wir uns vorlaufig insbesondere mit dem hintereinander und nebeneinander legen
von Rohren befassen, wie z.B. in der unten stehenden Figur gezeigt (aus Zinke-Allmang). Was
passiert wenn zwei Rohre aus einem anderen hervorgehen?
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In einem geschlossenen System, in dem immer die gleiche Fliissigkeit herumgepumpt wird, kann
weder Fliissigkeit dazu kommen noch verlorengehen. Das heisst der Fluss in Rohr 1 mus der
Summe der Fiisse in Rohr 2 und Rohr 3 entsprechen, also:

Q1=Q2+Q3

o
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Andererseits, muss der Druckabfall iiber den nebeneinander liegenden Rohren gleich sein. Dieser
Druckabfall muss auch demjenigen entsprechen, der iiber eine Rohre entstehen wiirde, welche
die parallelen R6hren ersetzt. Damit haben wir: Qo = Ap/ Ry, Q3 = Ap/R3 und Q; = Ap/Reyy.
Die letzte dieser Gleichungen besagt, dass durch die Ersatzrohre der einfliessende Fluss fliessen
muss. Da wir aber eine Beziehung zwischen den Fliissen haben, kénnen wir den Widerstand der
Ersatzrohre bestimmen:

1/Rerr =1/Ro+1/R3

Dies folgt direkt aus den obigen Beziehungen fiir die Fliisse, wenn wir durch den Druckabfall
(der ja tiberall gleich ist) teilen. Der totale Widerstand wird also durch den kleinen Widerstand
bestimmt. Im Fall von Hagen-Poiseuille geht der Widerstand ja umgekehrt proportional zum
Rohrendurchmesser hoch vier, das heisst eine gréssere Rohre hat einen kleineren Widerstand.
Das heisst, dass der Fluss in diesem Fall vor allem durch die grosse Rohre fliesst.

Andererseits konnen wir uns iiberlegen, was mit dem Fliesswdierstand passiert, wenn zwei
Rohren hintereinander gelegt sind. Dann muss der Fluss durch beide Rohren gleich sein, al-
so Q1 = @9, da Fliissigkeit ja von nirgends kommen kann und auch nirgends hingehen kann.
Jede der Rohren fithrt aber zu einem Druckabfall, Ap; = R1Q1 und Apy, = RQQQ der durch
den jeweiligen Fliesswiderstand gegeben ist. Fiir beide Rohren zusammen ergibt sich ein to-
taler Druckabfall, der durch die Summe der Abfille in den beiden Réhren gegeben ist, also
Apesp = Ap1 + Apo. Da der Fluss fiir die Ersatzrohre wieder derselbe sein muss, erhalten wir

Reff = Ri + R».

In diesem Fall wird der Widerstand durch den grosseren der Widerstédnde bestimmt. Das erklért
auch das Verhalten, das wir im Demonstationsexperiment zur Druckverminderung beim Prinzip
von Bernoulli gesehen haben. Nach der Verengung war der Druck niedriger, was durch den
Druckabfall wegen dem stark erhéten Fliesswiderstand in der engen Rohre erklért werden kann.

Bei der Berechnung der effektiven Fliesswiderstinde haben wir die Kirchhoff’schen Regeln an-
gewandt, die auch fiir elektrische Strome gelten: Einerseits gilt die Knotenregel, welche Verwei-
gungen beschreibt: Betrachten wir eine Verzweigung von einer Rohre in mehrere, so ist der Fluss
der ankommenden Rohre durch die Summe der Fliisse in den ausgehenden Rohren gegeben. Wie
wir oben gesehen haben, lésst sich dies mit der Erhaltung der fliessenden Masse erkléren.

Als zweites haben wir die Maschenregel beniitzt, welche den Fluss in einem Kreis beschreibt.
Sie besagt, dass die Summe der Spannungen in einem solchen Kreis der von aussen angelegten
Spannung entspricht.

Diese Regeln fiir das Fliessen eines Fluids mit Widerstand werden wir im néchsten Semester in
der Elektrizitéitslehre noch eingehend behandeln. Sie gelten aber wie wir gesehen haben eben-
so fiir Fliissigkeiten, wie zum Beispiel im Blutkreislauf, das aus einem Netzwerk an Gefassen
verschiedener Grosse besteht, wie unten gezeigt (aus Zinke-Allmang).
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7.9 Stromungsgeschwindigkeiten im Blutkreislauf

Wir haben nun gesehen, wie Fliissigkeiten in Rohren fliessen, mit welchen Widerstdnden wir
da zu rechnen haben und welche wichtigen Grossen man dabei am Besten betrachtet. Dies
wollen wir nun auf den Blutkreislauf anwenden und betrachten, wie Blut durch die verschiedenen
Gefésse im Blutkreislauf fliesst. In einem geschlossenen Kreislauf wie dem Blutkreislauf, ist der
Fluss bestimmt eine sehr wichtige Grosse. Da der gesamte Blutfluss durch das Herz, bzw. durch
die Aorta fliessen muss wissen wir aus einer relativ einfachen Messung des Flusses durch die
Aorta gerade den Gesamtfluss durch alle Kapillaren sowie den durch alle anderen Niveaux des
verzweigten Blutkreislaufs. Schematisch sind die Verhéltnisse (Grosse, Oberfliche und Volumen)
der verschiedenen Gefiisse unten gezeigt (aus Zinke-Allmang).
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Fiir den Fluss durch eine einzelne Kapillare miissen wir nun noch die Anzahl der Kapillaren
wissen, da nach der Knoten-Regel ja der Fluss auf die verschiedenen Unter-Niveaux gleichméssig
verteilt sind. Dazu haben wir auch beniitzt, dass alle Kapillaren mehr oder weniger identisch
sind, also den gleichen Fliesswiderstand haben. Dazu wollen wir uns iiberlegen, wie die Grosse der
Rohren im Blutkreislauf vom Niveau der Verzweigung abhéngen muss. Wegen der Erhaltung des
Volumens ist das die gleiche Frage wie die wie der Fluss durch eine R6hre vom Radius abhéngen
muss. Dazu iiberlegen wir uns, was es den Organismus kostet um eine zusétzliche Rohre der
Grosse R zu machen.
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Einerseits ist da der Fliesswiderstand. Dieser fiihrt zu einer Leistung die verbraucht wird gegeben
durch P = QAp, bzw. mit dem Gesetz von Hagen-Poiseuille eingesetzt: P = 8Q°1L o [, die

4
Lénge der Rohre ist. Andererseits kostet das machen eines zusétzlichen Blutgeféissgs% des Material
das dazu nétig ist. Diese ist proportional zum Blutvolumen, das dazukommt, also 7R?L. Die
totalen Kosten sind durch die Summe dieser beiden Terme gegeben, also K = AQ? /R* + BR?.
Hier sind A und B Konstanten, die davon abhédngen wie stark die beiden Kosten relativ sind,
sowie von Grossen, die uns hier nicht weiter interessieren wie die Lénge der Rohre, die Viskositét
etc. Wenn der Fluss optimal auf diese Kosten eingestellt sein soll, muss K minimal sein relativ
zu R. Die entsprechende Bedingung erhalten wir also aus g—g = 0. Eingesetzt ergibt dies: g—g =
—4AQ? /R® + 2BR = 0 oder 2A0Q? = BRS. Das heisst fiir einen moglichst sparsamen Fluss
sollte sich die Grosse der Blutgefisse so einstellen, dass Q o R? gilt. Wenn wir also verschiedene
Verzweigungsniveuax anschauen, wissen wir dass der Fluss vor der Verzweigung der Summe der
Fliisse nach der Verzweigung entspricht. Wenn die Tochterréhren jeweils identisch sind, dann
gilt also Ny - R} = No - R3. Dass dies fiir die verschiedenen Klassen von Blutgefiissen z.B. fiir
einen Hund gilt, ldsst sich an der Figur unten sehen, wo die Anzahl verschiederer Gefisse in
Abhéngigkeit ihrer Grosse doppelt logarithmisch aufgetragen ist. Die Steigung der Kurve ist

etwa 1/3 was dem hergeleiteten Exponenten entspricht.

Dies scheint im Widerspruch zu sein mit dem Resultat von Hagen und Poiseuille die ja sagen,
dass der Fluss in der Rohre mit der vierten Potenz des Radius gehen sollte. Was stimmt hier
nicht? Nun, fiir jede einzelne Rohre gilt das Gesetz von Hagen und Poiseuille immer noch - die
Grossen un d Fliessgeschwindigkeiten in Blutgefissen entsprechen einer laminaren Stréomung und
damit haben ein Geschwindigkeitsprofil das durch eine Parabel beschrieben ist in jeder einzelnen
Rohre. Allerdings kann der Druckabfall den wir in einer Rohre im Blutkreislauf haben auch von
ihrem Radius abhiigen. Wenn wir fordern, dass Ap/L o 1/R gilt, dann wird der Fluss optimal
durch den Blutkreislauf verteilt. Dies muss biologisch reguliert werden. Welche weiteren Folgen
hat es fiir den Blutfluss, wenn der Fluss im System wie R? geht?

10° 3

Durchmesser (mm)

10° 10" 10> 10° 10" 10° 10° 10" 10® 10°

Anzahl Gefasse
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Betrachten wir die mittlere Fliessgeschwindigkeit: wenn Q o< R? ist so muss (v) = Q/(7R?) «x R
gelten. Die fliessgeschwindigkeit ist also direkt zur Grosse des Blutgefdsses proportional! Das
heisst die Scherspannung auf dem Blutgefiiss, die ja direkt der Scherrate proportional ist ist ge-
geben durch dv/dr = const. Die Scherspannung am Blutgefiss ist also im gesamten Blutkreislauf
konstant. Das muss sie sein, soll der Fluss optimal reguliert werden. Das heisst, mit einer mecha-
nischen Induktion des Rohrenwachstums kénnen wir einen solchen optimalen Fluss regulieren.
Wenn die Scherspannung nicht mehr derjenigen im Rest des Kreislaufs entspricht, dann muss
die Rohre entweder wachsen oder schrumpfen. Das Wachstum von Gewebe von Blutgefiissen
regagiert denn auch auf Scherspannungen.

7.10 Die Grosse von Kapillaren

Schliesslich wollen wir uns noch die Grosse von Kapillaren iiberlegen. Kapillaren geben die
Grosse an bei der der Transport durch Diffusion effizienter wird, als derjenige durch einen ma-
kroskopischen Fluss. Das ist nicht unéhnlich wie die Instabilitéit die zur Konvektion fiithrt. Auf
kleinen L#éngenskalen ist die Diffusion sehr effizient im Materialtransport. Auf grossen Skalen
iiberhaupt nicht. Bei einer Kapillare muss also gelten, dass die Stromungsgeschwindigkeit der Ka-
pillare, vy, kleiner sein muss als die Geschwindigkeit des Transport durch Diffusion: 6D /R qp.
Die Bedingung wird also: vxqp = 6D/ Rqp. Hier miissen wir nun mit der Uberlegung aus dem
letzten Abschnitt die Geschwindigkeit zu Hilfe nehmen. Wir haben uns iiberlegt, dass die An-
zahl der Kapillaren gegeben ist durch N = (Raorta/ RKap)3 und der totale Fluss gegeben ist
durch Qrot = NQkap = Nvkapm Ry, = TRY \ (Raorta/ Ricap)*6 D/ Ricap = 6T DR, /R -

Das gibt uns fiir die Grosse der Kapillaren: Ry, = \/ 67TDR?4 ortal Q1o Wenn wir typische Dif-

fusivitdten fiir Sauerstoff in Blut, D = 2000um?/s einsetzen, erhalten wir fiir die Grosse der
Kapillaren: Ry, ~ 6pm, was genau der Gr@Qosse entspricht die man bei fast allen Tieren findet.
Die Grosse kann auch nicht vom Tier abhingig sein, da ja der Fluss wie die dritte Potenz der
Grosse zunimmt, das heisst in unserer obigen Bedingung stehen nur allgemeine Konstanten, die
nicht von der Grosse oder Art des Tieres abhéngig sind.
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